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Résumé

Ce mémoire est consacré à l’étude de l’existence globale, de la régularité et du comporte-

ment asymptotique de solutions faibles d’un problème modélisant le mouvement vibratoire

d’une plaque viscoélastique avec un retard interne.

L’objectif principal de ce travail est de montrer que l’énergie associée au système est

décroissante lorsque la variable temporelle tend vers l’infini.

Nous avons, en nous basant sur la méthode de Faedo-Galerkin, étudié l’existence globale

et l’unicité de solutions faibles du problème.

Nous avons démontré, par la suite, la stabilisation du système en établissant la décrois-

sance générale de l’énergie, obtenue en utilisant la méthode de Lyapunov.

Mots clés : Plaque viscoélastique, Retard, Stabilité, Faedo-Galerkin, Lyapunov, Décrois-

sance générale.

5



Abstract

This thesis is devoted to the study of the well-posedness and asymptotic behaviour of

the initial and boundary value problem modelling the vibrations of a viscoelastic plate with

a time delay term in the internal feedback.

The main purpose of this work is to show a general decay result of the energy.

Under suitable assumptions, we first established the global well-posedness of the equation

by using Faedo-Galerkin approximations.

Moreover, by using energy perturbation method, we proved a general decay result of the

energy provided that the weight of the delay is less than the weight of the damping.

Key words : Viscoelastic Plate, Delay, Memory, Stability, Faedo-Galerkin, Lyapunov,

General Decay.
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Notations

Dans toute la suite, nous adopterons les notations suivantes.

Ω ouvert borné de Rn, (n ≥ 1),

∂Ω frontière de Ω,

C(Ω) espace des fonctions continues sur Ω,

Cc(Ω) espace des fonctions continues à support compact dans Ω,

Ck(Ω) espace des fonctions k fois différentiables sur Ω, (k > 0),

C∞(Ω) =
⋂

k ≥0
Ck(Ω) espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Ω, (k > 0),

C∞
0 (Ω) = D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables à support compact dans Ω,

D ′(Ω) espace des distributions sur Ω, dual de D(Ω),

Lp(Ω) espace de Lebesgue, 0 ≤ p ≤ +∞,

Wm,p(Ω), Hm(Ω),Wm,p
0 (Ω), Hm

0 (Ω) espaces de Sobolev, 0 ≤ p ≤ +∞, m ∈ N,

∇u =
Å
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xn

ã
gradient de la fonction u,

∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

laplacien de la fonction u,

|x| =
»
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n norme euclidienne de x,

∥u∥p =∥u∥Lp norme dans l’espace Lp(Ω), p ∈ [1; +∞],

p′ exposant conjugué au sens de Young de p, tel que 1
p

+ 1
p′ = 1,

(., .) produit scalaire dans l’espace L2(Ω),

→ convergence forte,

⇀ convergence faible,

⇀∗ convergence faible étoile.
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INTRODUCTION ET PRÉLIMINAIRES

La modélisation mathématique consiste à représenter une réalité physique et concrète en

un modèle mathématique abstrait. L’intérêt majeur d’une telle démarche est de permettre

l’accès à la théorie mathématique, notamment les outils et techniques d’analyse et de calcul.

En pratique, le problème est explicité sous forme d’une ou plusieurs équations faisant in-

tervenir une ou plusieurs fonctions dépendant de variables spatiales et temporelle ainsi que

leurs dérivées successives. Les équations aux dérivées partielles apparaissent fréquemment

dans la description de phénomènes naturels. Elles traduisent les principes fondamentaux qui

régissent de nombreux processus physiques, biologiques ou économiques. Par exemple, elles

permettent d’exprimer les lois de conservation qui gouvernent les phénomènes mécaniques.

Tout système mécanique ayant une masse (et un élément flexible) est sujet à des mouve-

ments vibratoires. Un mouvement oscillatoire est déclenché lorsque le système est écarté de

sa position d’équilibre en raison d’une énergie provenant d’une source externe et transmise

au système.

Définie comme la propagation d’une perturbation, une onde est souvent le produit d’une

déformation locale d’un milieu continu. On peut distinguer deux catégories d’ondes. La

première est d’origine mécanique et nécessite la présence d’un support matériel préexistant,

sans quoi elle ne pourrait se manifester. La seconde correspond aux ondes électromagnétiques,

8



dues au déplacement de photons (quanta d’énergie), qui ont la propriété de se déplacer dans le

vide, s’affranchissant donc de la présence d’un support matériel. Les exemples les plus visibles

d’ondes sont les vagues à la surface de la mer et les mouvements d’une corde vibrante. Les

principales caractéristiques d’une vibration sont son amplitude, qui représente la hauteur de

la déformation par rapport à la position de référence et sa vitesse de propagation.

Nous nous intéressons, dans ce travail, aux vibrations transversales d’une plaque visco-

élastique sur laquelle s’exercent des efforts. La théorie des plaques vise à étudier les défor-

mations subies par une plaque soumise à des contraintes. Le phénomène vibratoire ainsi

engendré est déterminé puis analysé en fonction des propriétés de la plaque et de la nature

des forces d’application.

Une plaque viscoélastique jouit de deux propriétés bien définies. D’une part, son élasticité,

qui traduit la capacité du matériau à conserver et restituer de l’énergie après la déformation

(d’où la réversibilité de la déformation) et d’autre part, sa viscosité qui traduit sa propension

à dissiper de l’énergie (et donc de résistance à la déformation). La viscoélasticité se distingue

de l’élasticité par le fait que l’état de contrainte d’un matériau viscoélastique, à l’instant

présent, dépend des déformations subies aux instants passés (ce qui n’est pas le cas pour un

matériau élastique). Ainsi, le matériau viscoélastique est doté d’une propriété de mémoire.

La réponse d’un solide viscoélastique à l’application d’une force s’opère en deux temps.

D’abord, il se manifeste, après relâchement de la contrainte, un retour élastique instantané.

Ensuite, il se produit une réponse différée, précédée d’un moment de latence, dit temps de

fluage. Evidemment, cet effet retard se répercute dans le comportement du matériau et peut

être à l’origine de l’instabilité du système.

Dans un système mécanique, un amortisseur est destiné à s’opposer aux forces de contraintes

qui s’exercent sur le système. Ainsi, son rôle est d’atténuer l’amplitude des oscillations en

amortissant les vibrations et entraîne, de ce fait, une dissipation de l’énergie du système.

Le but principal de l’étude des vibrations est de déterminer leurs effets sur la perfor-

mance du système considéré afin de pouvoir, si on le souhaite, atténuer, voire contrôler, leur

influence. Souvent, l’objectif final visé sera de corriger le déséquilibre induit par le phénomène

vibratoire, en faisant intervenir plusieurs facteurs de dissipation d’énergie, afin d’aboutir in

fine à la stabilisation du système.
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0.1 Position du problème

On traite, dans ce mémoire, une équation modélisant les vibrations d’une plaque de type

Kirchhoff soumise à des contraintes. Le problème est formulé de la manière suivante.

L’équation aux dérivées partielles décrivant le phénomène mécanique étudié est

utt(x, t) + ∆2u(x, t) −M(∥∇u(t)∥2)∆u(x, t) +
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds

+ µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) + f(u(x, t)) = 0, x ∈ Ω, t > 0.
(0.1)

où Ω ⊆ Rn, (n ≥ 1), est un domaine borné de frontière régulière ∂Ω, qui représente la surface

de la plaque viscoélastique.

— Le terme u(x, t) représente la flexion de la plaque au point x et à l’instant t > 0.

— La fonction utt désigne l’accélération du matériau.

— Le terme ∆2u provient de la théorie des déformations de milieux élastiques.

— L’expression M(∥∇u(t)∥2)∆u est due au phénomène ondulatoire localisé sur une

plaque de type Kirchhoff.

— La fonction µ1ut représente l’amortissement structurel du système.

— Le terme µ2ut(x, t− τ) est lié à un effet retard dans la réponse induite par la plaque

suite à la contrainte appliquée.

—
∫ t

0 g(t− s)∆u(s)ds est un terme mémoire relatif à la dissipation interne du système.

— f(u) est un terme source non linéaire.

Les fonctions M, g et f sont des fonctions de la variable réelle vérifiant des conditions

appropriées, explicitées par la suite.

µ1 et µ2 sont des constantes positives et τ > 0 représente le retard.

Les conditions initiales et l’historique de la vitesse considérés sont
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

ut(x, t− τ) = h0(x, t− τ), x ∈ Ω, t ∈ (0, τ),

(0.2)

où les fonctions u0, u1 et h0 sont des données du problème.

Enfin, l’équation est munie des conditions aux limites

u(x, t) = ∆u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ R+. (0.3)
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0.2 Notes historiques

Nous proposons, dans cette section, une brève présentation de quelques résultats ayant

trait à la stabilisation de solutions d’équations viscoélastiques.

Messaoudi [20] a étudié le problème
utt − ∆u+

∫ t
0 g(t− s)∆u(s)ds = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0,+∞),

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω.

(0.4)

et a établi la décroissance générale de la solution sous une hypothèse de décroissance sur le

noyau g.

Le même auteur, accompagné de Mukiawa [21], a étudié l’existence, l’unicité et la stabilité

de la solution de l’équation modélisant les mouvements d’une plaque viscoélastique

utt − ∆2u+
∫ t

0
g(t− s)∆2u(s)ds = 0, (0.5)

et soumise à des conditions initiales et aux frontières appropriées. Dans ce cas, ils ont consi-

déré l’ouvert Ω = (0, π) × (−l, l) et une fonction g qui est positive et décroissante.

Nicaise et Pignotti [23] ont traité l’équation modélisant les mouvements oscillatoires d’un

système assujetti à un amortissement linéaire et à une dissipation interne se manifestant par

la présence d’un terme retard

utt − ∆u+ a(x) [µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ)] = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0,+∞), (0.6)

où µ1 et µ2 sont des constantes positives. Cette équation est munie de conditions initiales ainsi

que de conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann convenables et a est une fonction

positive presque partout dans Ω (et strictement positive dans un voisinage de la frontière de

Neumann). Ils ont prouvé la décroissance exponentielle de l’énergie lorsque µ2 < µ1.

On souhaite, également, mentionner la contribution de Kirane et Said-Houari [18] qui

ont étudié le comportement asymptotique du problème suivant

utt − ∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds+ µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0, (0.7)
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muni de conditions initiales et de conditions frontières de type Dirichlet. Sous des hypothèses

convenables sur la fonction de relaxation g, ils ont montré l’existence globale de solutions

ainsi que la décroissance générale de l’énergie lorsque 0 < µ2 ≤ µ1.

Dai et Yang [9] ont amélioré les résultats obtenus par Kirane et Said-Houari en prouvant

l’existence globale de solutions au problème précédent sans restrictions sur µ1 et µ2 et en

démontrant la décroissance générale de l’énergie lorsque µ1 = 0.

Yang [28] a également traité l’équation d’un système viscoélastique de type Euler-Bernoulli

utt − ∆2u+
∫ t

0
g(t− s)∆2u(s)ds+ µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0. (0.8)

Sous des restrictions similaires sur les données, il a établi un résultat de décroissance expo-

nentielle de l’énergie associée à la solution.

Nous énonçons, désormais, les hypothèses nécessaires à la démonstration de nos résultats.

Hypothèses 0.1. 1. On suppose que M : R+ → R+ est une fonction de classe C1 satis-

faisant

zM(z) ≥ M̂(z), ∀z ≥ 0, (0.9)

où

M̂(z) =
∫ z

0
M(s)ds.

2. Concernant la fonction de relaxation g, on suppose que

(a) g : R+ → R+ est une fonction telle que

g(0) > 0, g ∈ C1(R+) ∩ L1(R+),

1 − λ
∫ ∞

0
g(s)ds = l > 0,

(0.10)

où λ > 0 est la constante d’injection vérifiant

∥∇u(t)∥2 ≤ λ∥∆u(t)∥2, ∀u ∈ H2(Ω).

(b) On admet qu’il existe une fonction µ : R+ → R+ positive, décroissante et diffé-

rentiable qui satisfait

g′(t) ≤ −µ(t)g(t), ∀t ≥ 0, (0.11)∫ ∞

0
µ(t)dt = +∞. (0.12)
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Des exemples de telles fonctions sont donnés par Messaoudi [20], à savoir,

g(t) = a

(1 + t)ν
, ν > 1,

g(t) = ae−b(t+1)γ

, 0 < γ ≤ 1,

g(t) = a

(1 + t)[ln(1 + t)]ν , ν > 1,

où a et b sont des constantes positives bien choisies.

3. En ce qui concerne le terme source non linéaire, on admet que

(a) la fonction f vérifie f(0) = 0 ainsi que la majoration

|f(u) − f(v)| ≤ cf (1 + |u|r + |v|r)|u− v|, ∀u, v ∈ R, (0.13)

où cf > 0 est une constante, et r vérifie

0 < r <
4

n− 4 si n ≥ 5,

r > 0 si 1 ≤ n ≤ 4.
(0.14)

(b) f satisfait également à l’estimation suivante

0 ≤ f̂(u) ≤ f(u)u, ∀u ∈ R, (0.15)

où

f̂(z) =
∫ z

0
f(s)ds.

4. On introduit, finalement, la constante ξ > 0 qui vérifie

τµ2 < ξ < τ(2µ1 − µ2). (0.16)

Afin de pouvoir disposer des outils d’analyse fonctionnelle, présentés au chapitre premier,

et notamment d’une formulation variationnelle adéquate, on se propose, dans la section

suivante, de transformer le problème (0.1)-(0.3) en un problème équivalent.
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0.3 Problème équivalent

Afin de traiter le terme retard lié à la dissipation interne, motivé par Nicaise et Pignotti

[23] et Nicaise, Valein et Fridman [24], on introduit la nouvelle variable dépendante z définie

par

z(x, ρ, t) = ut(x, t− τρ), x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t > 0. (0.17)

En utilisant le théorème de dérivation de fonctions composées, il est facile de vérifier que

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, (x, ρ, t) ∈ Ω × (0, 1) × (0,+∞). (0.18)

Ainsi, l’équation (0.1) devient

utt + ∆2u−M(∥∇u(t)∥2)∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds

+ µ1ut(x, t) + µ2z(x, 1, t) + f(u) = 0, (x, t) ∈ Ω × (0,+∞),
(0.19)

celle-ci étant munie de l’égalité de compatibilité (0.18). Les conditions initiales, l’historique

de la vitesse et les conditions aux limites s’écrivent, ainsi,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

z(x, ρ, 0) = h0(x,−ρτ), (x, ρ) ∈ Ω × (0, 1),

z(x, 0, t) = ut(x, t), (x, t) ∈ Ω × R+,

u(x, t) = ∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × R+.

(0.20)

On se propose, désormais, de définir les solutions faibles du problème (0.1)-(0.3).

Soit donc

(u0, u1) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) × L2(Ω),

la donnée initiale du problème, on dit qu’une fonction

Z = Z(u, ut) ∈ C(R+, H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) × L2(Ω))

est une solution faible du problème (0.1)-(0.3) si Z(0) = (u0, u1) et si Z vérifie, pour toute

fonction test w ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

(utt, w) + (∆u,∆w) + (M(∥∇u(t)∥2)∇u,∇w) −
∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇w)ds

+ µ1(ut(x, t), w) + µ2(ut(x, t− τ), w) + (f(u), w) = 0.
(0.21)
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Par souci de simplicité, on introduit la notation suivante

(g ◦ ∇u) (t) =
∫ t

0
g(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds, (0.22)

et on donne le résultat préliminaire suivant.

Lemme 0.1. Soient u ∈ C(R+, H1(Ω)) et g ∈ C1(R+,R+). Alors on a l’égalité suivante
1
2
d

dt

Å
(g ◦ ∇u) (t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∇u(t)∥2

ã
+

∫ t

0
g(t− s) (∇u(s),∇ut(t)) ds

=1
2 (g′ ◦ ∇u) (t) − 1

2g(t)∥∇u(t)∥2.

(0.23)

Démonstration. Le deuxième membre de (0.23) s’écrit d’après (0.22),

1
2

Å∫ t

0
g′(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds

ã
− 1

2g(t)∥∇u(t)∥2.

En outre, concernant le premier membre, nous avons
1
2
d

dt

Å
(g ◦ ∇u) (t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∇u(t)∥2

ã
=1

2
d

dt
((g ◦ ∇u) (t)) − 1

2
d

dt

Å∫ t

0
g(s)ds∥∇u(t)∥2

ã
=1

2
d

dt

Å∫ t

0
g(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds

ã
− 1

2
d

dt

Å∫ t

0
g(s)ds

ã
∥∇u(t)∥2

− 1
2

∫ t

0
g(s)ds d

dt

(
∥∇u(t)∥2) .

D’une part, il est facile de vérifier que∫ t

0
g(t− s)ds =

∫ t

0
g(s)ds,

d

dt

Å∫ t

0
g(s)ds

ã
= d

dt
(ĝ(t)) = g(t),

1
2
d

dt

(
∥∇u(t)∥2) = (∇u(t),∇ut(t)) .

D’autre part, nous avons

1
2
d

dt

Å∫ t

0
g(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds

ã
=1

2

∫ t

0

d

dt
(g(t− s)) ∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds+ 1

2

∫ t

0
g(t− s) d

dt

(
∥∇u(s) − ∇u(t)∥2) ds

=1
2

∫ t

0
g′(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds−

∫ t

0
g(t− s) (∇u(s) − ∇u(t),∇ut(t)) ds.
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Nous pouvons alors déduire que
1
2
d

dt

Å∫ t

0
g(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds

ã
− 1

2
d

dt

Å∫ t

0
g(s)ds

ã
∥∇u(t)∥2

− 1
2

∫ t

0
g(s)ds d

dt

(
∥∇u(t)∥2)

=1
2

∫ t

0
g′(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds−

∫ t

0
g(t− s) (∇u(s) − ∇u(t),∇ut(t)) ds

− 1
2g(t)∥∇u(t)∥2 −

∫ t

0
g(t− s)ds (∇u(t),∇ut(t)) .

Aussi, le premier membre s’écrit
1
2

∫ t

0
g′(t− s)∥∇u(s) − ∇u(t)∥2ds−

∫ t

0
g(t− s) (∇u(s) − ∇u(t),∇ut(t)) ds

− 1
2g(t)∥∇u(t)∥2 −

∫ t

0
g(t− s) (∇u(t),∇ut(t)) ds+

∫ t

0
g(t− s) (∇u(s),∇ut(t)) ds,

ce qui donne finalement
1
2 (g′ ◦ ∇u) (t) − 1

2g(t)∥∇u(t)∥2,

d’où le Lemme 0.1.

Remarque 0.1. On démontre de manière identique que, pour tout u ∈ C(R+, H2(Ω)) et

pour tout g ∈ C1(R+,R+),
1
2
d

dt

Å
(g ◦ ∆u) (t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∆u(t)∥2

ã
+

∫ t

0
g(t− s) (∆u(s),∆ut(t)) ds

=1
2 (g′ ◦ ∆u) (t) − 1

2g(t)∥∆u(t)∥2.

(0.24)

Plan d’étude Le mémoire comporte trois chapitres présentés comme suit.

Dans le premier chapitre, nous procédons à des rappels de notions fondamentales d’ana-

lyse fonctionnelle et nous énonçons quelques résultats préliminaires nécessaires pour notre

présent travail.

Le deuxième chapitre est dédié à l’étude des propriétés d’existence globale, d’unicité

et de régularité des solutions faibles du problème considéré, en utilisant une méthode de

compacité.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude du comportement asymptotique de la solution

en établissant un résultat de décroissance de l’énergie associée au système étudié.
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CHAPITRE

1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions d’analyse fonctionnelle ainsi que certains

théorèmes fondamentaux. Pour plus de détails les concernant, on peut référer le lecteur aux

ouvrages de référence dus à Adams et Fournier [1], Brézis [4] et Evans [12].

1.1 Espaces de Lebesgue

Soit Ω un ouvert de Rn, muni de sa mesure de Lebesgue dx, où n ∈ N avec n ≥ 1, et

soit p un nombre réel avec 1 ≤ p ≤ ∞. On commence par énoncer les définitions et résultats

élémentaires concernant les espaces de Lebesgue Lp(Ω).

Espaces de Lebesgue Lp(Ω)

Définition 1.1. Soit p ∈ [1,+∞[, on désigne par Lp (Ω) l’espace vectoriel des (classes de)

fonctions u : Ω → R mesurables sur Ω et telles que la fonction |u|p soit intégrable au sens
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de Lebesgue sur Ω, cet ensemble est défini par

Lp (Ω) =
{
u : Ω → R mesurable, telle que

∫
Ω

|u(x)|pdx < +∞
}
.

Cet espace est muni de la norme

∥u∥p := ∥u∥Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

.

Si p = +∞, on note L∞(Ω) l’espace des (classes de) fonctions u : Ω → R mesurables sur

Ω et essentiellement bornées sur Ω, cet ensemble est défini par

L∞(Ω) = {u : Ω → R mesurable, tel que ∃C > 0 : |u(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

Cet espace est muni de la norme

∥u∥∞ =: ∥u∥L∞(Ω) = sup ess
x∈Ω

|u(x)| = inf {C > 0 : |u(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

Proposition 1.1. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, Lp(Ω) est un espace de Banach.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 2, Théorème 2.16].

Proprietés 1.1. 1. L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v) =: (u, v)L2(Ω) =
∫

Ω
u(x)v(x)dx, u, v ∈ L2(Ω).

2. Pour tout 1 < p < +∞, Lp(Ω) est un espace réflexif et séparable, et le dual de Lp(Ω)

s’identifie (via le théorème de représentation de Riesz-Fréchet [4, Chapitre 5, Théorème

5.5]) avec Lp′(Ω).

3. L1(Ω) est séparable et non réflexif. Son dual s’identifie avec L∞(Ω).

4. L∞(Ω) n’est ni réflexif ni séparable. Le dual de L∞(Ω) ne coïncide pas avec L1(Ω), en

fait, il contient strictement L1(Ω).

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 4, Théorème 4.10 et Théorème 4.11].

Définition 1.2. On dit que f ∈ Lp
loc(Ω) si f1K ∈ Lp(Ω) pour tout compact K ⊂ Ω, où 1K

est la fonction indicatrice de la partie K.

Lemme 1.1. Soit f ∈ L1
loc(Ω) tel que∫

Ω
fϕdx = 0, ∀ϕ ∈ Cc(Ω).

Alors f = 0 pp sur Ω.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 4, Lemme 4.1].
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Espaces de fonctions à valeurs vectorielles Lp(0, T ;X) Dans ce paragraphe, on pré-

sente brièvement quelques résultats utiles sur les espaces de fonctions à valeurs dans un

espace de Banach X.

Soit T > 0, on donne la définition suivante de l’espace Lp(0, T ;X).

Définition 1.3. L’espace de Lebesgue Lp(0, T ;X) est l’espace des fonctions mesurables défini

comme suit.

Pour p ∈ [1,∞[, on pose

Lp(0, T ;X) =
ß
u : (0, T ) → X mesurable, telle que

∫ T

0
∥u(t)∥p

Xdt < +∞, 1 ≤ p < +∞
™
.

Pour p = ∞, on pose

L∞(0, T ;X) =
®
u : (0, T ) → X mesurable, telle que sup ess

t∈(0,T )
∥u(t)∥X < +∞

´
.

Ces deux espaces sont munis des normes respectives

∥u∥Lp(0,T ;X) =
Å∫ T

0
∥u(t)∥p

Xdt

ã 1
p

,

∥u∥L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈(0,T )

∥u(t)∥X = inf {C > 0 : ∥u(t)∥X ≤ C p.p. t ∈ (0, T )} .

Remarques 1.1. 1. Pour 1 < p < +∞, l’espace Lp′(0, T ;X) est le dual de l’espace

Lp(0, T ;X).

2. L’espace L∞(0, T ;X) est le dual de l’espace L1(0, T ;X).

Définition 1.4. L’espace Lp(Q) est défini par

Lp(Q) = Lp(0, T, Lp(Ω)).

où Ω est un ouvert de Rn et Q est le cylindre de Rn
x ×Rt tel que Q = Ω × (0, T ), avec T fini.

Définition 1.5. L’espace C([0, T ];X) désigne l’espace des fonctions u : [0, T ] → X conti-

nues, cet espace est muni de la norme

∥u∥C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

∥u(t)∥X .

Proposition 1.2. C([0, T ];X) est dense dans Lp(0, T ;X), pour 1 ≤ p < +∞.
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Démonstration. Voir Ziedler [30, Chapitre 23, Théorème 23.2].

Proposition 1.3. Si u ∈ Lp(0, T ;X) et d
dt

∈ Lp′(0, T ;X), alors u ∈ C(0, T ;X). Autrement

dit, il existe une unique fonction continue w : [0, T ] → X qui coïncide presque partout avec

la fonction u sur [0, T ].

Démonstration. Voir Ziedler [30, Chapitre 23, Proposition 23.23].

1.2 Espaces de Sobolev

Soit Ω un ouvert borné de Rn et soit p un nombre réel avec 1 ≤ p ≤ +∞. Les espaces

que nous allons introduire jouent un rôle primordial dans la résolution de divers types de

problèmes aux limites.

Espaces de Sobolev W 1,p(Ω)

Définition 1.6. On définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) par

W 1,p(Ω) =
ß
u ∈ Lp(Ω), tel que ∂u

∂xi

∈ Lp(Ω), pour tout i = 1, ..., n
™
,

où ∂u
∂xi

est la dérivée de u au sens des distributions.

Proposition 1.4. L’espace W 1,p(Ω), muni de la norme

∥u∥W 1,p(Ω) =
Ç

∥u∥p
p +

n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥∥
p

p

å 1
p

,

est un espace de Banach.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 9, Proposition 9.1].

Remarque 1.1. Lorsque p = 2, on note W 1,2(Ω) = H1(Ω), cet espace, muni du produit

scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v) + (∇u,∇v) = (u, v) +
n∑

i=1

Å
∂u

∂xi

,
∂v

∂xi

ã
,

est un espace de Hilbert.
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Espaces de Sobolev Wm,p(Ω) Soient m un entier, m ≥ 2, k ∈ N et p un nombre réel

avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition 1.7. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est défini par

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω), tel que Dku ∈ Lp(Ω), |k| ≤ m

}
,

où k = (k1, k2, ..., kn) ∈ Nn, |k| = k1 + k2 + ... + kn, et Dku est la dérivée d’ordre k de u

au sens des distributions. Cet espace est muni de la norme

∥u∥W m,p(Ω) =
( ∑

|k|≤m

∥∥∥Dku
∥∥∥p

p

)1/p

, si 1 ≤ p < +∞,

∥u∥W m,∞(Ω) = max
|k|≤m

∥∥∥Dku
∥∥∥

∞
, si p = +∞.

Remarque 1.2. Lorsque p = 2, on note Wm,2(Ω) = Hm(Ω), cet espace est muni du produit

scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|k|≤m

∫
Ω
DkuDkvdx, pour tout u, v ∈ Hm(Ω).

Proposition 1.5. Soit m ∈ N, alors on a les assertions suivantes.

1. Wm,p(Ω) est un espace de Banach pour tout p ∈ [1,+∞].

2. Wm,p(Ω) est séparable pour tout p ∈ [1,+∞[.

3. Hm(Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Démonstration. Voir Brézis [1, Chapitre 3, Théorème 3.3 et Théorème 3.6].

Espaces de Sobolev Wm,p
0 (Ω) En géneral, D(Ω) n’est pas dense dans Wm,p(Ω). On note

alors Wm,p
0 (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans Wm,p(Ω).

Lorsque p = 2, l’espace Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω) désigne la fermeture de l’espace D(Ω) dans

H1(Ω). Muni du produit scalaire induit par H1(Ω) et de sa norme induite correspondante,

l’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Proprieté 1.1. Si Ω est borné, alors H1
0 (Ω) peut être caractérisé par

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), tel que u|∂Ω = 0

}
.
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1.3 Topologies faible et faible étoile

Soit X un espace de Banach, on note X ′ son dual, c’est à dire l’ensemble des formes

linéaires continues sur X.

On rappelle qu’une suite (xn)n∈N ⊂ X converge (fortement) vers x dans X, et on note xn → x

dans X, si et seulement si ∥xn − x∥X → 0.

De même, une suite (fn)n∈N ⊂ X ′ converge (fortement) vers f dans X ′, et on note fn → f

dans X ′, si et seulement si ∥fn − f∥X′ → 0.

On rappelle également que la topologie la moins fine sur X est celle qui contient le moins

d’ouverts.

Topologie faible

Définition 1.8. La topologie faible σ(X,X ′) sur X est la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les formes linéaires définies sur X.

Définition 1.9. On dit que la suite (xn)n∈N ⊂ X converge faiblement (ou au sens de la

topologie faible) vers x dans X, et on note xn ⇀ x pour σ(X,X ′), si

⟨f, xn − x⟩X′×X → 0, pour tout f ∈ X ′.

Proposition 1.6. Soit (xn)n∈N une suite de X, on a

1. xn ⇀ x pour σ(X,X ′) ⇔ ⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩X′×X pour tout f ∈ X ′.

2. Si xn → x (fortement), alors xn ⇀ x pour σ(X,X ′).

3. Si xn ⇀ x pour σ(X,X ′), alors ∥xn∥ est bornée et ∥x∥ ≤ lim inf
n→+∞

∥xn∥.

4. Si xn ⇀ x pour σ(X,X ′) et si fn → f dans X ′, alors ⟨fn, xn⟩X′×X → ⟨f, x⟩X′×X .

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 3, Proposition 3.5].

Proposition 1.7. Lorsque X est de dimension finie, la topologie faible σ(X,X ′) et la topo-

logie usuelle coïncident. En particulier, une suite (xn)n∈N converge faiblement si et seulement

si elle converge fortement.

Démonstration. Voir [4, Chapitre 3, Proposition 3.6].
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Le résultat précédent n’est pas vrai en dimension infinie.

Nous allons passer maintenant à la notion de convergence faible étoile.

Topologie faible étoile

Définition 1.10. La topologie faible étoile σ(X ′, X) sur X ′ est la topologie la moins fine

sur X ′ rendant continues toutes les applications définies sur X ′ par

ϕx (f) = ⟨f, x⟩X′×X , f ∈ X ′, pour tout x ∈ X.

Définition 1.11. On dit que la suite (fn)n∈N ⊂ X ′ converge faiblement étoile (ou au sens

de la topologie faible étoile) vers f dans X ′, et on note fn ⇀
∗ f pour σ(X ′, X), si

⟨fn − f, x⟩X′×X → 0, pour tout x ∈ X.

Proposition 1.8. Soit (fn) une suite de X ′, on a

1. fn ⇀ x pour σ(X ′, X) ⇔ ⟨fn, x⟩ → ⟨f, x⟩X′×X pour tout x ∈ X.

2. Si fn → f (fortement), alors fn ⇀
∗ f pour σ(X ′, X).

Si fn ⇀ f pour σ(X ′, X ′′), alors fn ⇀
∗ f pour σ(X ′, X).

3. Si fn ⇀
∗ x pour σ(X ′, X), alors ∥fn∥ est bornée et ∥f∥ ≤ lim inf

n→+∞
∥fn∥.

4. Si fn ⇀
∗ f pour σ(X ′, X) et si xn → x dans X, alors ⟨fn, xn⟩X′×X → ⟨f, x⟩X′×X .

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 3, Proposition 3.12].

Remarques 1.2. 1. Lorsque X est de dimension finie, la topologie faible étoile σ(X ′, X)

et la topologie usuelle coïncident. En particulier, une suite (fn) converge faiblement

étoile si et seulement si elle converge fortement. Ceci n’est pas vrai en dimension

infinie.

2. La convergence faible dans X ′ entraîne la convergence faible étoile dans X ′. La réci-

proque est vraie si l’espace X est réflexif.

3. En dimension finie, les topologies faible étoile, faible et forte coïncident.

Après avoir rappelé les différentes notions de convergence, nous énonçons dans la section

suivante des résultats qui joueront un rôle fondamental dans l’optique d’établir des théorèmes

d’existence de solutions.
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1.4 Principaux critères de convergence

Le théorème qui suit est très important dans la mesure où il permet de pallier l’abscence

de compacité pour la topologie forte dans les espaces de Banach de dimension infinie.

Théorème 1.1 (Banach-Alaoglu). Soit X un espace vectoriel normé. Alors, la boule unité

fermée de X ′ est compacte pour la topolgie faible étoile.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 3, Théorème 3.15].

Une conséquence de ce résultat affirme que tout espace vectoriel normé séparable est

séquentiellement compact pour la topolgie faible étoile. En particulier, on a les corollaires

suivants.

Corollaire 1.1. Soit X un espace de Banach séparable et soit (fn)n∈N une suite bornée dans

X ′. Alors il existe une sous-suite extraite (fnk
)k∈N qui converge faiblement étoile dans X.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 3, Corollaire 3.26].

Corollaire 1.2. Soit X un espace de Banach réflexif et (xn)n∈N une suite bornée dans X.

Alors il existe une sous-suite (xnk
)k∈N qui converge faiblement dans X.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 3, Théorème 3.27].

En fait, la réciproque du corollaire précédent est vraie, en effet on a le théorème suivant.

Théorème 1.2 (Eberlein-Šmulian). Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si

il est séquentiellement faiblement compact. Autrement dit, X est réflexif si et seulement si

toute suite bornée (xn)n∈N possède une sous-suite (xnk
)k∈N qui converge faiblement dans X.

Démonstration. Voir Yosida [29, Appendice du Chapitre 5].

On procède dans la suite à la formulation des résultats précédents dans le cas des espaces

de Lebesgue.
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Définition 1.12. Soit (fn)n∈N une suite de Lp(Ω), avec 1 ≤ p < +∞. On dit qu’elle converge

faiblement vers f dans Lp(Ω) si
∫

Ω
fnφdx →

∫
Ω
fφdx, ∀φ ∈ Lp′(Ω),

et on écrit

fn ⇀ f faiblement dans Lp(Ω).

Définition 1.13. Soit (fn)n∈N une suite de L∞(Ω). On dit qu’elle converge faiblement étoile

vers f dans L∞(Ω) si
∫

Ω
fnφdx →

∫
Ω
fφdx, ∀φ ∈ L1(Ω),

et on écrit

fn ⇀
∗ f faiblement étoile dans L∞(Ω).

Proposition 1.9. Soit (fn)n∈N une suite bornée de Lp(Ω), avec 1 < p < +∞, alors on peut

en extraire une sous-suite qui converge faiblement dans Lp(Ω), c’est à dire,

∃(fnk
)k∈N ⊂ Lp(Ω), ∃f ∈ Lp(Ω),∀φ ∈ Lp′(Ω),

∫
Ω
fnk

φdx →
∫

Ω
fφdx.

Démonstration. Conséquence du Corollaire 1.2.

En effet, lorsque 1 < p < +∞, la topologie faible σ
(
Lp(Ω), Lp′(Ω)

)
et la topologie faible

étoile σ
(
Lp′(Ω), Lp(Ω)

)
sont équivalentes.

Ce résultat est faux dans L1(Ω) car cet espace n’est pas réflexif, en revanche, nous dispo-

sons d’un résultat similaire dans L∞(Ω) à condition de considérer la topologie faible étoile

sur cet espace.

Proposition 1.10. Soit (fn)n∈N une suite bornée de L∞(Ω), alors on peut en extraire une

sous-suite qui converge faiblement étoile dans L∞(Ω), c’est à dire,

∃(fnk
)k∈N ⊂ L∞(Ω),∃f ∈ L∞(Ω),∀φ ∈ L1(Ω),

∫
Ω
fnk

φdx →
∫

Ω
fφdx.

Démonstration. Conséquence du Corollaire 1.1.
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Proposition 1.11. Soit 1 < p ≤ +∞. Soient (fn) et (gn) deux suites incluses respectivement

dans Lp(Ω) et Lp′(Ω). Si fn converge fortement vers f dans Lp(Ω), et gn converge faiblement

vers g dans Lp′(Ω), alors fngn converge faiblement vers fg dans L1(Ω).

Démonstration. Conséquence de la Proposition 1.6.

Lemme 1.2. Soit (un) une suite de Lp(Ω × (0, T )) avec 1 < p < +∞ telle que

∃C > 0 : ∥un∥Lp(Ω×(0,T )) ≤ C

et

∃u ∈ Lp(Ω × (0, T )) telle que un → u converge p.p. dans Ω × (0, T ),

alors,

un ⇀ u converge faiblement dans Lp(Ω × (0, T )).

Démonstration. Voir Evans [11].

Avant de donner les principaux résultats d’immersion, on rappelle la notion d’injection

d’un espace dans un autre.

Définition 1.14. Soient X et Y deux espaces de Banach, on dit que X s’injecte avec conti-

nuité dans Y si l’application identité Id : (X, ∥.∥X) → (Y, ∥.∥Y ) est continue de X dans Y .

Autrement dit,

∃C > 0 : ∥x∥X ≤ C∥x∥Y , ∀x ∈ X.

On dit que X s’injecte avec compacité dans Y si, de toute suite bornée dans X, on peut

en extraire une sous-suite qui converge fortement dans Y .

Théorème 1.3 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Soit Ω un ouvert borné de Rn, on a les

inclusions suivantes.

1. Si 1 ≤ p < n, W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) avec injection continue pour tout q ∈ [1, p∗] où p∗ est

le conjugué de Sobolev de p, donné par 1
p∗ = 1

p
− 1

n
.
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2. Si p = n, W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) avec injection continue pour tout q ∈ [1,+∞[.

De plus,

∃C = C(p, n) > 0 : ∥u∥q ≤ C∥∇u∥Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p(Ω),

où C ne dépend que de p et n.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 10, Théorème 9.9, Corollaire 9.10 et Corollaire

9.11].

Théorème 1.4 (Morrey). Soit Ω un ouvert borné de Rn. Si p > n, W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) avec

injection continue. De plus,

∃C = C(p, n) > 0 : |u(x) − u(y)| ≤ C|x− y|α∥∇u∥Lp(Ω) p.p. x, y ∈ Ω, ∀u ∈ W 1,p(Ω),

où α = 1 − n
p
> 0 et C ne dépend que de p et n.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 9, Théorème 9.12].

Corollaire 1.3. Soit Ω un ouvert borné de Rn. Soient m ≥ 1 et 1 ≤ p < ∞,

1. Si 1
p

− m
n
> 0, alors Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) avec injection continue pour tout q ∈ [1, q] où q

est donné par 1
q

= 1
p

− m
n

.

2. Si 1
p

− m
n

= 0, alors Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) avec injection continue pour tout q ∈ [1,+∞[.

3. Si 1
p

− m
n
< 0, alors Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) avec injection continue.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 9, Corollaire 9.15].

Théorème 1.5 (Rellich-Kondrashov). Soit Ω un ouvert borné de Rn.

1. Si 1 ≤ p < n, l’injection W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) est compacte pour q ∈ [1, p∗[, où p∗ est le

conjugué de Sobolev de p.

2. Si p = n, l’injection W 1,n(Ω) ⊂ Lq(Ω) est compacte pour tout q ∈ [1,+∞[.

3. Si p > n, l’injection W 1,p(Ω) ⊂ C0(Ω̄) est compacte.

Démonstration. Voir Brézis [4, Chapitre 10, Théorème 9.16].

En particulier, H1(Ω) s’injecte avec compacité dans L2(Ω).
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Remarque 1.3. L’injection compacte permet de passer de la convergence faible à la conver-

gence forte. En effet, soit (fn) une suite convergente faiblement vers f dans W 1,p(Ω).

1. Si 1 ≤ p < n, alors

fn → f fortement dans Lq(Ω), 1 ≤ q <
np

n− p
.

2. Si p = n, alors

fn → f fortement dans Lq(Ω), 1 ≤ q < +∞.

3. Si p > n, alors

fn → f fortement dans L∞(Ω).

Les deux lemmes suivants seront exploités dans la preuve de nos résultats du chapitre

suivant.

Lemme 1.3 (Aubin-Lions-Simon). Soient X,X0, X1 trois espaces de Banach tels que X0 et

X1 soient réflexifs et X0 ⊆ X ⊆ X1. Supposons que l’injection de X0 dans X soit compacte

et que celle de X dans X1 soit continue. On pose

W =
ß
u ∈ Lp0([0, T ];X0),

du

dt
∈ Lp1([0, T ];X1)

™
.

Si p0, p1 ∈]1 + ∞[, alors, l’injection de W dans Lp0([0, T ];X) est compacte.

Si p0 = +∞ et p1 > 0, alors l’injection de W dans C([0, T ];X) est compacte.

Démonstration. Voir Simon [27, Corollaire 4].

Lemme 1.4 (Kim). Soit (un)n∈N∗ une suite de fonctions telle que

un ⇀
∗ u dans L∞(0, T ;Hβ(Ω)),

et
dun

dt
⇀

du

dt
dans L2(0, T ;Hα(Ω)),

où −1 ≤ α < β ≤ 1.

Alors,

un → u dans C(0, T ;Hr(Ω)), pour tout r < β.

Démonstration. Voir Kim [17, Lemme 1.4].
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1.5 Quelques résultats utiles

Nous rappelons, à présent, quelques lemmes qui seront utiles afin de démontrer les prin-

cipaux résultats du présent travail.

Lemme 1.5 (Inégalité de Hölder). Soit u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lp′(Ω), alors uv ∈ L1(Ω) et de

plus, on a l’inégalité

∥uv∥1 ≤ ∥u∥p∥v∥p′ . (1.1)

Démonstration. Voir Adams et Fournier [1, Chapitre 2, Théorème 2.4].

Remarque 1.4. En particulier, si p = p′ = 2, l’inégalité (1.1) est dite inégalité de Cauchy-

Schwarz et s’écrit

∥uv∥1 ≤ ∥u∥∥v∥. (1.2)

Lemme 1.6 (Inégalité de Young). Soient p ∈]1,+∞[ et a, b ≥ 0. Alors pour tout η > 0,

ab ≤ ηap + C(η)bp′
, (1.3)

où

C(η) = 1
p′ (ηp)

p
p′
.

Démonstration. Voir Adams et Fournier [1, Chapitre 2, Théorème 2.4].

Remarques 1.3. 1. Si p = p′ = 2, l’inégalité précédente s’écrit

ab ≤ ηa2 + b2

4η . (1.4)

2. Si de plus, η = 1
2 , on obtient

ab ≤ a2

2 + b2

2 . (1.5)
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Lemme 1.7 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rn. Alors, pour tout u ∈

W 1,p
0 (Ω),

∃Cp = C(Ω, p) : ∥u∥p ≤ Cp∥∇u∥p, 1 ≤ p < ∞. (1.6)

En particulier, on a, pour tout u ∈ H1
0 (Ω)

∃C = C(Ω) : ∥u∥ ≤ C∥∇u∥. (1.7)

Autrement dit, ∥∇u∥ est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme ∥u∥H1(Ω).

Démonstration. Voir Ciarlet [7, Théorème 6.5.2].

Lemme 1.8 (Inégalité de Grönwall). Soient φ ∈ L1(0,+∞) et ψ ∈ L∞(0,+∞) deux fonc-

tions positives et soit β une constante positive ou nulle. Si

ψ(t) ≤ β +
t∫

0

φ(s)ψ(s)ds,

alors

ψ(t) ≤ β exp
(

t∫
0

φ(s)ds
)
.

Démonstration. Voir Grönwall [15].

En particulier, si φ est une constante C > 0, on a

ψ(t) ≤ βeCt.

Lemme 1.9 (Formule de Green). Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn. Si u ∈ H2(Ω) et

v ∈ H1(Ω), alors on a la formule

−
∫

Ω
∆uvdx =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

∂Ω

∂u

∂η
vdσ, (1.8)

où η = (η1, η2, ..., ηn) est la normale unitaire extérieure à ∂Ω.

Démonstration. Voir Ciarlet [7, Théorème 6.7.1].
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CHAPITRE

2

EXISTENCE GLOBALE ET UNICITÉ DES

SOLUTIONS FAIBLES

Nous allons, dans ce présent chapitre, énoncer puis prouver nos résultats d’existence

globale et d’unicité de la solution au problème (0.1)-(0.3). La démonstration du théorème

principal repose sur la méthode classique de Faedo-Galerkin.

2.1 Méthode de Faedo-Galerkin

Cette méthode, due aux mathématiciens russe Boris Grigoryevich Galerkin (1871−1945)

et italien Alessandro Faedo (1913−2001), se base sur deux principes, l’approche variationnelle

du problème et l’approximation interne de l’espace d’étude. On se propose d’abord de les

définir brièvement.
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Approche variationnelle L’approche variationnelle d’une équation aux dérivées par-

tielles consiste en la transformation de la formulation initiale (dite forte) de l’équation en une

formulation variationnelle (dite faible) en multipliant l’équation par une fonction, appelée

fonction test, appartenant à un certain espace fonctionnel, puis en l’intégrant. L’intérêt de

cette approche est de donner accès aux concepts et outils d’analyse fonctionnelle, notamment

ceux relatifs aux espaces de Hilbert et aux espaces de Sobolev (produit scalaire, convergences

faibles, résultats de compacité, ...).

Approximation interne Soit un problème admettant une formulation variationnelle dans

un espace de Hilbert V . La méthode d’approximation interne, dite également méthode de

Galerkin, consiste à résoudre le problème variationnel en remplaçant l’espace de départ V

par une famille de sous-espaces Vm ⊂ V de dimension finie. La résolution de ce problème

approché aboutit à celle d’un système linéaire d’équations algébriques relativement simple à

résoudre (par exemple, au moyen de méthodes numériques directes ou itératives).

On peut désormais expliciter les principales étapes qui composent la méthode de Faedo-

Galerkin.

Cadre général de la méthode de Faedo-Galerkin Cette procédure peut se diviser en

cinq étapes.

1. Après avoir défini le problème approché, on construit une suite de solutions appartenant

à des espaces de dimension finie.

2. On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

3. On opère un passage à la limite, justifié par des résultats de compacité, afin d’obtenir

une solution faible du problème initial.

4. On vérifie que la solution satisfait aux conditions initiales.

5. On étudie, enfin, la continuité de la solution faible par rapport aux données, et en

particulier son unicité.
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2.2 Enoncé du théorème principal

Le théorème suivant est l’énoncé principal de ce chapitre. Il offre des résultats d’existence

et d’unicité de la solution faible au problème considéré en fonction de la régularité des données

initiales.

Théorème 2.1. Soit µ2 ≤ µ1 et supposons les hypothèses (0.9)-(0.16) satisfaites.

1. Si les données initiales vérifient

u0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω), h0 ∈ L2(Ω × (0, 1)),

alors le problème (0.18)-(0.20) admet une solution faible telle que

u ∈ C(R+;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) ∩ C1(R+;L2(Ω)),

ut ∈ L2(R+;L2(Ω)).
(2.1)

2. Pour assurer l’existence globale de solutions plus régulières, on suppose, seulement pour

établir ce deuxième résultat, que f vérifie

|∇f(u)| ≤ Cf (1 + |u|r), (2.2)

où Cf est une constante positive et r est donné par (0.14).

Si les données initiales vérifient

u0 ∈ H3
∂Ω(Ω), u1 ∈ H1

0 (Ω), h0 ∈ H1(Ω × (0, 1)),

où

H3
∂Ω(Ω) = {u ∈ H3(Ω) : u = ∆u = 0 sur ∂Ω},

alors la solution faible susmentionnée a une plus forte régularité

u ∈ L∞(R+, H3(Ω)),

ut ∈ L∞(R+, H1
0 (Ω)) ∩ L2(R+, H1

0 (Ω)).
(2.3)
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3. Dans les deux cas ci-dessus, la solution (u, ut) dépend continûment de la donnée dans

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) × L2(Ω).

En particulier, le problème (0.18)-(0.20) admet une unique solution faible.

Comme préconisé précédemment, nous allons démontrer le Théorème 2.1 en plusieurs

temps.

2.3 Formulation du problème approché

On détermine, d’abord, un sous-espace vectoriel de H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), noté Wm, de dimen-

sion finie m destinée à tendre vers l’infini. On choisit comme base de cet espace les fonctions

propres de l’opérateur bilaplacien ∆2 muni des conditions aux limites u = ∆u = 0 sur ∂Ω.

Elles sont données par∆2ωm = λmωm dans Ω,

ωm = ∆ωm = 0 sur ∂Ω.

Celles-ci étant notées ωm, l’espace Wm est donc défini par

Wm = V ect ({ω1, ω2, ..., ωm}) , m ∈ N∗.

On introduit, pour 1 ≤ j ≤ m, la suite ϕj(x, ρ) définie par

ϕj(x, 0) = ωj(x).

Afin de pouvoir traiter le terme retard, on prolonge ϕj(x, 0) par ϕj(x, ρ) sur L2(Ω × (0, 1))

et on pose

Vm = V ect ({ϕ1, ϕ2, ..., ϕm}) , m ∈ N∗.

Soient données u0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω) et h0 ∈ L2(Ω × (0, 1)), on définit les suites

approchées

um(t) := um(x, t) =
m∑

j=1
gjm(t)ωj(x),

zm(x, ρ, t) =
m∑

j=1
hjm(t)ϕj(x, ρ),

(2.4)
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qui satisfont au problème approché suivant

(umtt(t), ωj(x)) + (∆2um(t), ωj(x)) + (−M(∥∇um(t)∥2)∆um(t), ωj(x))

+ (f(um(t)), ωj(x)) +
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s), ωj(x))ds

+ (µ1umt, ωj(x)) + (µ2zm(x, 1, t), ωj(x)) = 0,

(τzmt(x, ρ, t), ϕj(x)) + (zmρ(x, ρ, t), ϕj(x)) = 0,

(2.5)

avec les conditions initiales

um(0) =
m∑

j=1
(u0, ωj) = um

0 ,

umt(0) =
m∑

j=1
(u1, ωj) = um

1 ,

zm(x, ρ, 0) =
m∑

j=1
(h0, ωj) = zm

0 ,

(2.6)

telles que

um
0 → u0 fortement dans H2(Ω) ∩H1

0 (Ω),

um
1 → u1 fortement dans L2(Ω),

zm
0 → h0 fortement dans L2(Ω × (0, 1)).

(2.7)

En utilisant la théorie classique des équations différentielles ordinaires et en remarquant le

caractère lipschitzien continu des termes non linéaires, on déduit que le problème (2.5)-(2.6)

admet une solution (gjm , hjm) définie sur [0, tm).

Le but de la prochaine étape est de prolonger l’intervalle [0, tm) à l’intervalle [0, T ], pour

tout T > 0. Pour cela on établit des estimations sur la solution.

2.4 Première estimation

Soient (um) et (zm) les suites dont les termes généraux respectifs vérifient le problème

approché (2.5)-(2.6). On donne le résultat suivant.

Lemme 2.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, la solution faible du problème approché
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(2.5) vérifie

1
2
d

dt

(
∥umt(t)∥2 + ∥∆um(t)∥2 + M̂

(
∥∇um(t)∥2)+ 2

∫
Ω
f̂(um(t))dx

)
+ µ1∥umt(t)∥2 + µ2

∫
Ω
zm(x, 1, t)umt(t)dx

−
∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇umt(t))ds = 0.

(2.8)

Démonstration. On multiplie la première équation de (2.5) par g′
jm

(t), et on somme pour j

allant de 1 à m. Utilisant la convention de sommation d’Einstein, on a

g′
km

(t)wk(x) =
m∑

k=1
g′

km
(t)wk(x),

et on peut donc écrire

(umtt(t), g′
jm

(t)ωj(x)) + (∆2um(t), g′
jm

(t)ωj(x))

−
(
M(∥∇um(t)∥2)∆um(t), g′

jm
(t)ωj(x)

)
+ (f(umt(t)), g′

jm
(t)ωj(x))

+ (µ1umt(t), g′
jm

(t)ωj(x)) + (µ2zm(x, 1, t), g′
jm

(t)ωj(x))

+
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s), g′

jm
(t)ωj(x))ds = 0.

(2.9)

En utilisant le fait que

1
2
d

dt
(gjm)2 = g′

jm
gjm ,

1
2
d

dt

(
g′

jm

)2 = g′′
jm
g′

jm
,

d

dt
M̂ = M,

ainsi que la formule de Green (1.8), les termes du membre de gauche de l’équation précédente

s’écrivent, respectivement, comme suit.

(umtt(t), g′
jm

(t)ωj(x))

=(g′′
km(t)ωk(x), g′

jm
(t)ωj(x))

=1
2
d

dt

(
g′

km
(t)ωk(x), g′

jm
(t)ωj(x)

)
=1

2
d

dt

(
∥umt(t)∥2) ,
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(∆2um(t), g′
jm

(t)ωj(x))

=(gkm(t)∆2ωk(x), g′
jm

(t)ωj(x))

=(gkm(t)∆ωk(x), g′
jm

(t)∆ωj(x))

=1
2
d

dt
(gkm(t)∆ωk(x), gjm(t)∆ωj(x))

=1
2
d

dt

(
∥∆um(t)∥2) ,

−
Å
M(∥∇um(t)∥2)∆um(t), g′

jm
(t)ωj(x)

ã
=M(∥∇um(t)∥2)

Å
∇um(t), g′

jm
(t)∇ωj(x)

ã
=M(∥∇um(t)∥2)

Å
gkm(t)∇ωk(x), g′

jm
(t)∇ωj(x)

ã
=M(∥∇um(t)∥2)1

2
d

dt

Å
gkm(t)∇ωk(x), gjm(t)∇ωj(x)

ã
=M(∥∇um(t)∥2)1

2
d

dt

(
∥∇um(t)∥2)

=1
2
d

dt
M̂(∥∇um(t)∥2),

(f(umt(t)), g′
jm

(t)ωj(x))

=
∫

Ω
f(umt(t))

d

dt
(um(t)) dx

=
∫

Ω

d

dt

Ä
f̂(um(t))

ä
dx,

(µ1umt(t), g′
jm

(t)ωj(x))

=µ1∥umt(t)∥2,

(µ2zm(x, 1, t), g′
jm

(t)ωj(x))

=µ2

∫
Ω
zm(x, 1, t)umt(t)dx,

∫ t

0
g(t− s)(∆um(s), g′

jm
(t)ωj(x))ds

= −
∫ t

0
g(t− s)(∇um(s), g′

jm
(t)ωj(x))ds

= −
∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇umt(t))ds.
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Finalement l’équation (2.9) s’écrit

1
2
d

dt

(
∥umt(t)∥2)+ 1

2
d

dt

(
∥∆um(t)∥2)+ 1

2
d

dt
M̂(∥∇um(t)∥2)

+
∫

Ω

d

dt

Ä
f̂(um(t))

ä
dx+ µ1∥umt(t)∥2 + µ2

∫
Ω
zm(x, 1, t)umt(t)dx

−
∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇umt(t))ds = 0.

La preuve du Lemme 2.1 est ainsi achevée.

En conciliant les résultats du Lemme 0.1 et du Lemme 2.1, nous pouvons en déduire

aisément que

1
2
d

dt

(
∥umt(t)∥2 + ∥∆um(t)∥2 + ∥M̂(∇um(t))∥2 + 2

∫
Ω
f̂(um(t))dx

)
+ µ1∥umt(t)∥2 + µ2

∫
Ω
zm(x, 1, t)um(t)dx

+ 1
2
d

dt

Å
(g ◦ ∇um)(t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∇um(t)∥2

ã
=1

2(g′ ◦ ∇um)(t) − 1
2g(t)∥∇um(t)∥2.

(2.10)

Le résultat suivant concerne le terme retard.

Lemme 2.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, on a

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
z2

m(x, 1, s) − u2
mt(s)

]
dxds− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(zm

0 )2(x, ρ)dρdx.
(2.11)

Démonstration. On multiplie d’abord la seconde équation de (2.5) par hjm(t) et on somme

pour j allant de 1 à m. En conservant la notation de sommation d’Einstein, on a

(τzmt(x, ρ, t), hjm(t)ϕj(x, ρ)) + (zmρ(x, ρ, t), hjm(t)ϕj(x, ρ)) = 0,

ou encore

τ(zmt(x, ρ, t), zm(x, ρ, t)) + (zmρ(x, ρ, t), zm(x, ρ, t)) = 0.

Multipliant la dernière équation par ξ
τ
, on déduit que

ξ(zmt(x, ρ, t), zm(x, ρ, t)) + ξ

τ
(zmρ(x, ρ, t), zm(x, ρ, t)) = 0.
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Intégrant ensuite le membre de gauche sur (0, t) × (0, 1), on obtient

ξ
∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0
zmt(x, ρ, s)zm(x, ρ, s)dρdxds

+ ξ

τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0
zmρ(x, ρ, s)zm(x, ρ, s)dρdxds

=ξ
∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

1
2
d

dt
z2

m(x, ρ, s)dρdxds

+ ξ

τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

1
2
∂

∂ρ
z2

m(x, ρ, s)dρdxds

=ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0

[
z2

m(x, ρ, t) − z2
m(x, ρ, 0)

]
dρdx

+ ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
z2

m(x, 1, s) − z2
m(x, 0, s)

]
dxds.

Ainsi, en remarquant que

zm(x, ρ, 0) = zm
0 , zm(x, 0, s) = umt(s),

on a

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(zm

0 )2(x, ρ)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
z2

m(x, 1, s) − u2
m(x, s)

]
dxds.

ce qui achève la démonstration du Lemme 2.2.

Pour la suite, on pose

Em(t) :=1
2

Å
∥umt(t)∥2 + ∥∆um(t)∥2 + M̂(∥∇um(t)∥2) + 2

∫
Ω
f̂(um(t))dx

+ g ◦ ∇um(t) −
∫ t

0
g(s)ds∥∇um(t)∥2

ã
+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx.
(2.12)

On remarque que, d’après (2.10),

1
2
d

dt

Å
∥umt(t)∥2 + ∥∆um(t)∥2 + M̂(∥∇um(t)∥2) + 2

∫
Ω
f̂(um(t))dx

+ (g ◦ ∇um)(t) −
∫ t

0
g(s)ds∥∇um(t)∥2

ã
= − µ1∥umt(t)∥2 − µ2

∫
Ω
zm(x, 1, t)um(t)dx

+ 1
2(g′ ◦ ∇um)(t) − 1

2g(t)∥∇um(t)∥2.

(2.13)
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En l’intégrant de 0 à t, le membre de gauche de la précédente équation devient

Em(t) − Em(0) − ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, 0)dρdx

=Em(t) − Em(0) − ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(zm

0 )2(x, ρ)dρdx.

En intégrant, ensuite, le membre de droite de la même équation par rapport à t, on

obtient

− µ1

∫ t

0
∥umt(s)∥2ds− µ2

∫ t

0

∫
Ω
zm(x, 1, s)umt(s)dxds

+
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇um)(s)ds−

∫ t

0

1
2g(s)∥∇um(s)∥2ds.

Mais, d’après le Lemme 2.2

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2m

0 (x, ρ)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
z2

m(x, 1, s) − u2
mt(s)

]
dxds.

Il en découle alors que

Em(t) − Em(0) + ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω
z2

m(x, 1, s) − ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω
u2

mt(s)dxds

= − µ1

∫ t

0
∥umt(s)∥2ds− µ2

∫ t

0

∫
Ω
zm(x, 1, s)umt(s)dxds

+
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇um)(s)ds−

∫ t

0

1
2g(s)∥∇um(s)∥2ds,

ce qui implique que

Em(t) +
Å
µ1 − ξ

2τ

ã ∫ t

0
∥umt(s)∥2ds+ ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω
z2

m(x, 1, s)ds

+ µ2

∫ t

0

∫
Ω
zm(x, 1, s)umt(s)dxds

−
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∇um(s)∥2ds

=Em(0).

(2.14)

Afin d’établir des estimations sur la solution, on propose la disjonction de cas suivante.

Cas 1 On suppose que µ2 < µ1.

En utilisant l’inégalité de Young (1.5), on déduit que

µ2

∫ t

0

∫
Ω
zm(x, 1, s)umt(s)dxds

≥ − µ2

2

∫ t

0

∫
Ω
z2

m(x, 1, s)dxds− µ2

2

∫ t

0

∫
Ω
u2

mt(s)dxds,
(2.15)
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qui, conjugué avec (2.14), implique que

Em(t) +
Å
µ1 − ξ

2τ − µ2

2

ã ∫ t

0
∥umt(s)∥2ds

+
Å
ξ

2τ − µ2

2

ã ∫ t

0

∫
Ω
z2

m(x, 1, s)dxds

−
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∇um(s)∥2ds

≤Em(0).

(2.16)

En vertu de l’hypothèse (0.16), on conclut l’existence de deux constantes c1 > 0 et

c2 > 0 telles que

Em(t) + c1

∫ t

0
∥umt(s)∥2ds+ c2

∫ t

0

∫
Ω
z2

m(x, 1, s)dxds

−
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∇um(s)∥2ds

≤Em(0).

(2.17)

Cas 2 On suppose que µ1 = µ2.

Prenant ξ = τµ1 = τµ2 et d’après (2.14), nous déduisons immédiatement que

Em(t) −
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∇um(s)∥2ds

≤ &mathcalEm(0).
(2.18)

Dans les deux cas, d’après (0.11), on remarque qu’il existe une constante positive C > 0

indépendante de m telle que

Em(t) ≤ C, ∀t ≥ 0.

D’autre part, l’hypothèse (0.10) entraîne que

1
2∥∆um(t)∥2 − 1

2

∫ t

0
g(s)ds∥∇um(t)∥2

≥1
2

Å
1 − λ

∫ +∞

0
g(s)ds

ã
∥∆um(t)∥2

= l

2∥∆um(t)∥2, l > 0,

alors que l’hypothèse (0.15) implique∫
Ω
f̂(um(t))dx ≥ 0.
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On peut, ainsi, déduire facilement que

1
2∥umt(t)∥2 + l

2∥∆um(t)∥2 + 1
2M̂

(
∥∇um(t)∥2)+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx ≤ C, ξ > 0,

ou encore

∥umt(t)∥2 + ∥∆um(t)∥2 + M̂
(
∥∇um(t)∥2)+

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx ≤ C ′, (2.19)

où

C ′ = C

min
{1

2 ,
l
2 ,

ξ
2
} .

Puisque C ′ est indépendante de m, on obtient, tm = T , pour tout T > 0.

2.5 Passage à la limite

Afin de pouvoir appliquer une procédure de passage à la limite dans la formulation (2.5)

du problème approché et ainsi obtenir une solution faible à l’équation de départ, nous devons

établir des résultats de convergence (dans un certain sens) de la solution approchée. Dans

cette perspective, nous allons recourir aux théorèmes de compacité rappelés au chapitre

précédent.

D’après la première estimation (2.19), on remarque que, pour tout m ∈ N,

∥um∥L∞(0,T ;H2(Ω)∩H1
0 (Ω)) = sup

t∈(0,T )
∥∆um(t)∥ ≤

√
C ′,

∥umt∥L∞(0,T ;L2(Ω)) = sup
t∈(0,T )

∥umt(t)∥ ≤
√
C ′,

∥zm∥L∞(0,T ;L2(Ω×(0,1))) = sup
t∈(0,T )

∫
Ω

∫ 1

0
z2

m(x, ρ, t)dρdx ≤
√
C ′.

Autrement dit,

(um)m∈N∗ est bornée dans L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (2.20)

(umt)m∈N∗ est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.21)

(zm)m∈N∗ est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω × (0, 1))). (2.22)
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Ainsi, en vertu du Corollaire 1.1 et de l’unicité de la limite dans D ′(Ω), on déduit l’existence

de fonctions u, ut et z telles que

um ⇀∗ u dans L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

umt ⇀
∗ ut dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

zm ⇀∗ z dans L∞(0, T ;L2(Ω × (0, 1))).

(2.23)

D’après (2.20)-(2.21), on conclut également que,

(um)m∈N∗ est bornée dans L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

(umt)m∈N∗ est bornée dans L2(0, T ;L2(Ω)),

ce qui entraîne, en vertu du Corollaire 1.2, que

um ⇀ u dans L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

umt ⇀ ut dans L2(0, T ;L2(Ω)).

En appliquant le Lemme 1.3 d’Aubin-Lions-Simon, on déduit que, pour tout T > 0,

(um)m∈N∗ converge fortement vers u dans L2(0, T ;L2(Ω)). (2.24)

Enfin, en utilisant le Lemme 1.4 de Kim, on convient, a fortiori, que

(um)m∈N∗ converge fortement vers u dans C(0, T ;L2(Ω)). (2.25)

On peut donc opérer un passage à la limite dans le problème approché (2.5)-(2.6) afin

d’obtenir une solution faible du problème (0.18)-(0.20).

2.6 Conformité aux conditions initiales

Afin de pouvoir assurer la pertinence de la solution, il faut vérifier que celle-ci satisfait

bien aux conditions initiales du problème de départ.

D’abord, on affirme que u(0) = u0.

En effet, on remarque, d’après la convergence (2.25), que

um(0) converge simplement vers u(0),
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de plus, en utilisant (2.7), on déduit que

um(0) converge simplement vers u0.

On conclut par unicité de la limite.

On définit ensuite une fonction test θ satisfaisant

θ ∈ H1(0, T ), θ(0) = 1, θ(T ) = 0.

D’une part, en multipliant la première équation de (2.5) par θ(t) et intégrant le résultat

sur [0, T ], on obtient∫ T

0
(umtt(t), ωj(x))θ(t)dt

+
∫ T

0
(∆um(t),∆ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0

(
M(∥∇um(t)∥2)∇um(t),∇ωj(x)

)
θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇ωj(x))θ(t)dsdt+

∫ T

0
µ1(umt(t), ωj(x))θ(t)dt

+
∫ T

0
µ2(zm(x, 1, t), ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0
(f(um(t)), ωj(x))θ(t)dt = 0.

(2.26)

Comme θ(0) = 1, θ(T ) = 0 et umt(0) = um
1 , en procédant à une intégration par parties,

le premier terme de l’équation précédente s’écrit
∫ T

0
(umtt(t), ωj(x))θ(t)dt

=
∫ T

0

d

dt
((umt(t), ωj(x)θ(t))) dt−

∫ T

0
(umt(t), ωj(x)θt(t))dt

=(umt(T ), ωj(x)θ(T )) − (umt(0), ωj(x)θ(0)) −
∫ T

0
(umt(t), ωj(x)θt(t))dt

= − (um
1 , ωj(x)) −

∫ T

0
(umt(t), ωj(x)θt(t))dt.

Par suite, l’équation (2.26) devient

− (um
1 , ωj(x)) −

∫ T

0
(umt(t), ωj(x))θt(t)dt

+
∫ T

0
(∆um(t),∆ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0

(
M(∥∇um(t)∥2)∇um(t),∇ωj(x)

)
θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇ωj(x))θ(t)dsdt+

∫ T

0
µ1(umt(t), ωj(x))θ(t)dt

+
∫ T

0
µ2(zm(x, 1, t), ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0
(f(um(t)), ωj(x))θ(t)dt = 0.
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En passant à la limite lorsque m → ∞, on déduit que

− (u1, ωj(x)) −
∫ T

0
(ut(t), ωj(x)θt(t)dt

+
∫ T

0
(∆u(t),∆ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0

(
M(∥∇u(t)∥2)∇u(t),∇ωj(x)

)
θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇ωj(x))θ(t)dsdt+

∫ T

0
µ1(ut(t), ωj(x))θ(t)dt

+
∫ T

0
µ2(z(x, 1, t), ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0
(f(u(t), ωj(x))θ(t)dt = 0.

(2.27)

D’autre part, en multipliant la première équation de (0.21) par θ(t), en prenant ω = ωj

et intégrant le résultat sur [0, T ], il découle que∫ T

0
(utt(t), ωj(x))θ(t)dt−

∫ T

0
(ut(t), ωj(x))θt(t)dt

+
∫ T

0
(∆u(t),∆ωj(x))θ(t)dt

∫ T

0

(
M(∥∇u(t)∥2)∇u(t),∇ωj(x)

)
θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇ωj(x))θ(t)dsdt+

∫ T

0
µ1(ut(t), ωj(x))θ(t)dt

+
∫ T

0
µ2(z(x, 1, t), ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0
(f(u(t), ωj(x))θ(t)dt = 0.

(2.28)

Aussi, comme θ(0) = 1, θ(T ) = 0 et ut(0) = u1, en procédant à une intégration par

parties, le premier terme de l’équation précédente s’écrit∫ T

0
(utt(t), ωj(x))θ(t)dt

=
∫ T

0

d

dt
((ut(t), ωj(x)θ(t))) dt−

∫ T

0
(ut(t), ωj(x)θt(t))dt

=(umt(T ), ωj(x)θ(t)) − (ut(0), ωj(x)θ(0)) −
∫ T

0
(umt(t), ωj(x)θt(t))dt

= − (ut(0), ωj(x)) −
∫ T

0
(ut(t), ωj(x)θt(t))dt,

et l’équation (2.28) devient

− (ut(0), ωj(x)) −
∫ T

0
(ut(t), ωj(x))θt(t)dt

+
∫ T

0
(∆u(t),∆ωj(x)θ(t)dt+

∫ T

0

(
M(∥∇u(t)∥2)∇u(t),∇ωj(x)

)
θ(t)dt

−
∫ T

0

∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇ωj(x))θ(t)dsdt+

∫ T

0
µ1(ut(t), ωj(x))θ(t)dt

+
∫ T

0
µ2(z(x, 1, t), ωj(x))θ(t)dt+

∫ T

0
(f(u(t)), ωj(x))θ(t)dt = 0.

(2.29)

En combinant les équations (2.27) et (2.29), on conclut que

ut(0) = u1.
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De plus, d’après (2.23), pour tout j, lorsque m → ∞, nous avons
∫

Ω
zm(x, ρ, t)ωj(x)dx ⇀

∫
Ω
z(x, ρ, t)ωj(x)dx.

En rappelant que z(x, ρ, 0) = ut(x,−ρτ),
∫

Ω
zm(x, ρ, 0)ωj(x)dx ⇀

∫
Ω
ut(x,−ρτ)ωj(x)dx.

Or, d’après (2.7),

zm
0 = zm(x, ρ, 0) converge fortement (et donc faiblement) vers h0(x,−ρτ),

ce qui donne, par unicité de la limite faible,

ut(x,−ρτ) = h0(x,−ρτ), ρ ∈ (0, 1),

ou de manière équivalente

ut(x, t− τ) = h0(x, t− τ), t ∈ (0, τ).

Ce qui achève la preuve de l’énoncé 1 du Théorème 2.1.

La démonstration de l’existence globale de solutions plus régulières (énoncé 2) se fait en

adaptant les mêmes arguments que ceux développés dans l’énoncé 1 au cas où l’on considère

des données plus régulières. Il s’agit principalement d’établir une deuxième estimation sur

la solution approchée. C’est l’objet de la section suivante.

2.7 Deuxième estimation

Le résultat suivant a trait à la régularité des solutions faibles dont l’existence a été

précédemment établie. On considère désormais les données initiales

u0 ∈ H3
∂Ω(Ω), u1 ∈ H1

0 (Ω), h0 ∈ H1(Ω × (0, 1)).

Lemme 2.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, et notamment l’hypothèse (2.2), une
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solution régulière du problème approché (2.5) vérifie

1
2
d

dt

(
∥∇umt(t)∥2 + ∥∇∆um(t)∥2 +M(∥∇um(t)∥2)∥∆um(t)∥2)

− 1
2
d

dt

(
M(∥∇um∥2)

)
∥∆um(t)∥2 −

∫
Ω
f(um(t))∆umt(t)dx

+ µ1∥∇umt(t)∥2 + µ2

∫
Ω

∇zm(x, 1, t)∇umt(t)dx

−
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s),∆umt(t))ds = 0.

(2.30)

Démonstration. Grâce au choix de la base de Galerkin, on peut remplacer ωj par −∆ωj dans

la première équation de (2.5). En multipliant l’équation obtenue par g′
jm

(t) et en sommant

sur j allant de 1 à m, on obtient

− (umtt(t), g′
jm

(t)∆ωj(x)) − (∆2um(t), g′
jm

(t)∆ωj(x))

+
(
M(∥∇um(t)∥2)∆um(t), g′

jm
(t)∆ωj(x)

)
− (f(um(t)), g′

jm
(t)∆ωj(x))

− (µ1umt(t), g′
jm

(t)∆ωj(x)) − (µ2zm(x, 1, t), g′
jm

(t)∆ωj(x))

−
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s), g′

jm
(t)∆ωj(x))ds = 0,

(2.31)

ce qui est équivalent à

− (umtt(t),∆umt(t)) − (∆2um(t),∆umt(t))

+
(
M(∥∇um(t)∥2)∆um(t),∆umt(t)

)
− (f(um(t)),∆umt(t))

− (µ1umt(t),∆umt(t)) − (µ2zm(x, 1, t),∆umt(t))

−
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s),∆umt(t))ds = 0,

ou encore, en utilisant la formule de Green (1.8), à

(∇umtt(t),∇umt(t)) + (∆∇um(t),∆∇umt(t))

+
(
M(∥∇um(t)∥2)∆um(t),∆umt(t)

)
− (f(um(t)),∆umt(t))

+ µ1(∇umt(t),∇umt(t)) + µ2(∇zm(x, 1, t),∇umt(t))

−
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s),∆umt(t))ds = 0.
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En adoptant une approche similaire au Lemme 2.1, on obtient

1
2
d

dt
∥∇umt(t)∥2 + 1

2
d

dt
∥∇∆um(t)∥2 +M(∥∇um(t)∥2)1

2
d

dt
∥∆um(t)∥2

−
∫

Ω
f(um(t))∆umt(t)dx+ µ1∥∇umt(t)∥2

+ µ2

∫
Ω

∇zm(x, 1, t)∇umt(t)dx−
∫ t

0
g(t− s)(∆um(s),∆umt(t))ds = 0.

En remarquant que

M(∥∇um(t)∥2) d
dt

∥∆um(t)∥2

= d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)∥∆um(t)∥2)− d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)

)
∥∆um(t)∥2,

on achève la preuve du Lemme 2.3.

En vertu du Lemme 2.3 et d’après la Remarque 0.1, on obtient

1
2
d

dt

(
∥∇umt(t)∥2 + ∥∇∆um(t)∥2 +

(
M(∥∇um(t)∥2)∥∆um(t)∥2))

− 1
2
d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)

)
∥∆um(t)∥2 −

∫
Ω
f(um(t))∆umt(t)dx

+ µ1∥∇umt(t)∥2 + µ2

∫
Ω

∇zm(x, 1, t)∇umt(t)dx

+ 1
2
d

dt

Å
(g ◦ ∆um) (t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∆um(t)∥2

ã
=1

2 (g′ ◦ ∆um) (t) − 1
2g(t)∥∆um(t)∥2.

(2.32)

On donne, ci-dessous, un résultat similaire au Lemme 2.2.

Lemme 2.4. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, on a

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
∇z2

m(x, 1, s) − ∇u2
mt(s)

]
dxds− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(∇zm

0 )2(x, ρ)dρdx.
(2.33)

Démonstration. En remplaçant ϕj par −∆ϕj dans la seconde équation de (2.5), en multi-

pliant l’équation obtenue par hjm(t) et en sommant sur j allant de 1 à m, on obtient

−(τzmt(x, ρ, t), hjm(t)∆ϕj(x, ρ)) − (zmρ(x, ρ, t), hjm(t)∆ϕj(x, ρ)) = 0,
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ou encore

−(τzmt(x, ρ, t),∆zmt(x, ρ, t)) − (zmρ(x, ρ, t),∆zmt(x, ρ, t)) = 0.

Multipliant la dernière équation par ξ
τ

et utilisant la formule de Green (1.8), on déduit que

ξ(∇zmt(x, ρ, t),∇zm(x, ρ, t)) + ξ

τ
(∇zmρ(x, ρ, t),∇zm(x, ρ, t)) = 0.

Intégrant ensuite le membre de gauche sur (0, t) × (0, 1), on obtient

ξ
∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0
∇zmt(x, ρ, s)∇zm(x, ρ, s)dρdxds

+ ξ

τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0
∇zmρ(x, ρ, s)∇zm(x, ρ, s)dρdxds

=ξ
∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

1
2
d

dt
∇z2

m(x, ρ, s)dρdxds

+ ξ

τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

1
2
∂

∂ρ
∇z2

m(x, ρ, s)dρdxds

=ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0

[
∇z2

m(x, ρ, t) − ∇z2
m(x, ρ, 0)

]
dρdx

+ ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
∇z2

m(x, 1, s) − ∇z2
m(x, 0, s)

]
dxds.

Ainsi, on a

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, 0)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
∇z2

m(x, 1, s) − ∇z2
m(x, 0, s)

]
dxds.

En remarquant que

zm(x, ρ, 0) = zm
0 , zm(x, 0, s) = umt(s),

on achève la démonstration du Lemme 2.4.

Il découle de l’équation (2.32) que

1
2
d

dt

Å
∥∇umt(t)∥2 + ∥∇∆um(t)∥2 +M(∥∇um(t)∥2)∥∆um(t)∥2

+ (g ◦ ∆um) (t) −
∫ t

0
g(s)ds∥∆um(t)∥2

ã
− 1

2
d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)

)
∥∆um(t)∥2

−
∫

Ω
f(um(t))∆umt(t)dx+ µ1∥∇umt(t)∥2 + µ2

∫
Ω

∇zm(x, 1, t)∇umt(t)dx

=1
2 (g′ ◦ ∆um) (t) − 1

2g(t)∥∆um(t)∥2.

(2.34)
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Pour la suite, on pose

Fm(t) :=1
2

Å
∥∇umt(t)∥2 + ∥∇∆um(t)∥2 +M(∥∇um∥2)∥∆um(t)∥2

+ (g ◦ ∆um) (t) −
∫ t

0
g(s)ds∥∆um(t)∥2

ã
+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx.
(2.35)

On voit, d’après (2.34), que

1
2
d

dt

Å
∥∇umt(t)∥2 + ∥∇∆um(t)∥2 +M(∥∇um(t)∥2)∥∆um(t)∥2

+ (g ◦ ∆um) (t) −
∫ t

0
g(s)ds∥∆um(t)∥2

ã
=1

2
d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)

)
∥∆um(t)∥2 +

∫
Ω
f(um(t))∆umt(t)dx

− µ1∥∇umt(t)∥2 − µ2

∫
Ω

∇zm(x, 1, t)∇umt(t)dx

+ 1
2 (g′ ◦ ∆um) (t) − 1

2g(t)∥∆um(t)∥2.

(2.36)

Nous allons majorer les deux premiers termes du membre de droite de l’équation (2.36).

Concernant le premier terme, les inégalités de Cauchy-Schwarz (1.2), de Young (1.5) et la

formule de Green (1.8) nous permettent d’écrire

1
2
d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)

)
∥∆um(t)∥2

= d

dt
M(∥∇um(t)∥2) (∇um(t),∇umt(t)) ∥∆um(t)∥2

= − d

dt
M(∥∇um(t)∥2) (∆um(t), umt(t)) ∥∆um(t)∥2

≤C1∥∆um(t)∥∥umt(t)∥∥∆um(t)∥2

≤C1

2 ∥∆um(t)∥2∥∆um(t)∥2 + C1

2 ∥umt(t)∥2∥∆um(t)∥2

=C1

2 ∥∆um(t)∥4 + C1

2 ∥umt(t)∥2∥∆um(t)∥2

≤C1C
′2

2 + C1C
′2

2 = C2,

où les constantes C1 et C ′ proviennent respectivement de la régularité (de classe C1) de la

fonction M ainsi que de la première estimation (2.19).

En ce qui concerne le deuxième terme du second membre de (2.36), les inégalités de

Hölder (1.1), de Young (1.5) et la formule de Green (1.8) nous donnent
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∫
Ω
f(um(t))∆umt(t)dx

= −
∫

Ω
∇f(um(t))∇umt(t)dx+

∫
∂Ω
f(um(t))∂umt

∂ν
(t)dx

= −
∫

Ω
∇f(um(t))∇umt(t)dx

≤Cf

∫
Ω
(1 + |um(t)|p)|∇umt(t)|dx

=Cf

∫
Ω

|∇umt(t)|dx+ Cf

∫
Ω

|um(t)|p|∇umt(t)|dx

≤ϵC2
f |Ω| + 1

4ϵ∥∇umt(t)∥2 + ϵC2
f

∫
Ω

|um(t)|2pdx+ 1
4ϵ∥∇umt(t)∥2

≤ϵC2
f |Ω| + 1

4ϵ∥∇umt(t)∥2 + ϵC2
f ∥um(t)∥2p

2p + 1
4ϵ∥∇umt(t)∥2

≤ϵC2
f |Ω| + 1

4ϵ∥∇umt(t)∥2 + ϵC2
fC

2p
3 ∥∆um(t)∥2p + 1

4ϵ∥∇umt(t)∥2

≤ϵC2
f |Ω| + 1

4ϵ∥∇umt(t)∥2 + ϵC2
fC

2p
3 C

′p + 1
4ϵ∥∇umt(t)∥2

≤ϵ(C2
f |Ω| + C2

fC
2p
3 C

′p) + 1
4ϵFm(t)

=ϵC4 + C5Fm(t), C4 = C2
f |Ω| + C2

fC
2p
3 C

′p, C5 = 1
4ϵ,

où les constantes Cf et C3 sont respectivement données par l’hypothèse (2.2) et l’injection

de H2(Ω) dans L2p, par l’intermédiaire de L2(p+1).

On peut ainsi déduire des deux estimations précédentes que

1
2
d

dt

(
M(∥∇um(t)∥2)

)
∥∆um(t)∥2 +

∫
Ω
f(um(t))∆umt(t)dx

≤C6 + C5Fm(t), C6 = C2 + ϵC4.

(2.37)

En l’intégrant de 0 à t, le membre de gauche de l’équation (2.36) devient

Fm(t) − Fm(0) − ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(∇zm

0 )2(x, ρ)dρdx.

En intégrant, ensuite, le membre de droite de la même équation par rapport à t, l’esti-

mation (2.37) nous permet de le majorer par

C5

∫ t

0
Fm(t)ds+ C6

∫ t

0
ds− µ1

∫ t

0
∥∇umt(s)∥2ds− µ2

∫ t

0

∫
Ω

∇zm(x, 1, s)∇umt(s)dxds

+
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∆um)(s)ds−

∫ t

0

1
2g(s)∥∆um(s)∥2ds.
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Mais, d’après le Lemme 2.4

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2m

0 (x, ρ)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
∇z2

m(x, 1, s) − ∇u2
mt(s)

]
dxds.

Il en découle alors que

Fm(t) − Fm(0) + ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

∇z2
m(x, 1, s)dxds− ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

∇u2
mt(s)dxds

≤C5

∫ t

0
Fm(t)ds+ TC6 − µ1

∫ t

0
∥∇umt(s)∥2ds− µ2

∫ t

0

∫
Ω

∇zm(x, 1, s)∇umt(s)dxds

+
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∆um)(s)ds−

∫ t

0

1
2g(s)∥∆um(s)∥2ds,

et puisque

µ2

∫
Ω

∇zm(x, 1, t)∇umt(t)dx ≥ −µ2

2

∫
Ω

∇z2
m(x, 1, t)dx− µ2

2 ∥∇umt(t)∥2,

on déduit que, si µ2 < µ1, on a

Fm(t) +
Å
µ1 − ξ

2τ − µ2

2

ã ∫ t

0
∥∇umt(s)∥2ds+

Å
ξ

2τ − µ2

2

ã ∫ t

0

∫
Ω

∇z2
m(x, 1, s)

−
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∆um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∆um(s)∥2ds

≤Fm(0) + C5

∫ t

0
Fm(t)ds+ TC6,

(2.38)

et si µ2 = µ1, en prenant ξ = τµ1 = τµ2, on obtient

Fm(t) −
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∆um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∆um(s)∥2ds

≤Fm(0) + C5

∫ t

0
Fm(t)ds+ TC6.

(2.39)

Dans les deux cas, en vertu de l’hypothèse (0.16), on conclut l’existence de deux constantes

c1 ≥ 0 et c2 ≥ 0 telles que

Fm(t) + c1

∫ t

0
∥∇umt(s)∥2ds+ c2

∫ t

0

∫
Ω

∇z2
m(x, 1, s)dxds

−
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∆um)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∆um(s)∥2ds

≤Fm(0) + C5

∫ t

0
Fm(t)ds+ TC6

≤C7 + C5

∫ t

0
Fm(t)ds, C7 = Fm(0) + TC6.
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ce qui donne, en utilisant le Lemme 1.7 de Grönwall,

Fm(t) ≤ C7e
T C5 = C. (2.40)

Cette dernière estimation entraîne que

∥∇umt(t)∥2 + l∥∇∆um(t)∥2 + M̂
(
∥∇um(t)∥2)

+
∫

Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx ≤ C.
(2.41)

Puisque C est indépendante de m, on obtient, tm = T , pour tout T > 0.

D’après la deuxième estimation (2.41), on remarque que, pour tout m ∈ N,

∥um∥L∞(0,T ;H3
∂Ω(Ω)) = sup

t∈(0,T )
∥∇∆um∥ ≤

…
C

l
,

∥umt∥L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) = sup

t∈(0,T )
∥∇umt∥ ≤

√
C,

∥zm∥L∞(0,T ;H1
0 (Ω×(0,1))) = sup

t∈(0,T )

∫
Ω

∫ 1

0
∇z2

m(x, ρ, t)dρdx ≤
√
C.

Autrement dit,

(um) est bornée dans L∞(0, T ;H3
∂Ω(Ω)), (2.42)

(umt) est bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), (2.43)

(zm) est bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω × (0, 1))). (2.44)

Ainsi, en vertu du Corollaire 1.1, on déduit l’existence de

um ⇀∗ u dans L∞(0, T ;H3
∂Ω(Ω)),

umt ⇀
∗ ut dans L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

zm ⇀∗ z dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω × (0, 1))).

(2.45)

D’après (2.42)-(2.43), on conclut également que,

(um) est bornée dans L2(0, T ;H3
∂Ω(Ω)),

(umt) est bornée dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

ce qui entraîne, en appliquant le Corollaire 1.2, que

um ⇀ u dans L2(0, T ;H3
∂Ω(Ω)),

umt ⇀ ut dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)).
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On peut donc opérer un passage à la limite dans le problème approché (2.5)-(2.6) afin

d’obtenir une solution faible au problème (0.18)-(0.20) d’une plus forte régularité, vérifiant

u ∈ L∞(0, T,H3(Ω)),

ut ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T,H1

0 (Ω)).
(2.46)

On peut montrer que cette solution vérifie les conditions initiales en adaptant la démarche

vue dans la section 2.6 de ce chapitre.

La section suivante concerne la dépendance continue des solutions obtenues par rapport

aux données initiales.

2.8 Continuité par rapport aux données et unicité

Tout d’abord, nous traitons la continuité, relative aux données, des solutions régulières

du problème (0.18)-(0.20).

Soient donc

(u(t), ut(t), z1(x, ρ, t)) et (v(t), vt(t), z2(x, ρ, t))

deux solutions globales du problème (0.18)-(0.20) munies des données initiales respectives

(u0, u1, h01) et (v0, v1, h02).

On pose

ω(t) := u(t) − v(t) et χ(x, ρ, t) := z1(x, ρ, t) − z2(x, ρ, t).

Alors, (ω(t), χ(x, ρ, t)) vérifie

ωtt(t) + ∆2ω −
(
M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t)

)
+

∫ t

0
g(t− s)∆ω(s)ds+ µ1ωt(t)

+ µ2χ(x, 1, t) + f(u(t)) − f(v(t)) = 0,

τχt(x, ρ, t) + χρ(x, ρ, t) = 0,

(2.47)

avec les données initiales

ω(x, 0) = ω0, ωt(x, 0) = ω1, χ(x, ρ, 0) = χ0 = h01 − h02 (2.48)
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et les conditions aux limites

ω(x, t) = ∆ω(x, t) = 0, dans ∂Ω. (2.49)

Le lemme suivant permet d’établir la continuité de la solution par rapport aux données.

Lemme 2.5. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, la fonction ω définie précédemment

vérifie

∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2 ≤ eCt

l
E (0), (2.50)

où C est une constante positive, l vérifie l’hypothèse (0.10) et la fonctionnelle E est donnée

par

E (t) =∥ωt(t)∥2 + ∥∆ω(t)∥2 + (g ◦ ∇ω)(t)

−
∫ t

0
g(s)ds∥∇ω(t)∥2 + ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
χ2(x, ρ, t)dρdx.

(2.51)

Démonstration. En multipliant la première équation de (2.47) par ωt, on a

(ωtt(t), ωt(t)) + (∆2u(t), ωt(t)) − (M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t), ωt(t))

+ (f(u(t)) − f(v(t)), ωt(t)) +
∫ t

0
g(t− s)(∆ω(s), ωt(t))ds

+ (µ1ωt(t), ωt(t)) + (µ2χ(x, 1, t), ωt(t)) = 0,

(2.52)

En adoptant une approche similaire à celle du Lemme 2.1, on peut écrire

1
2
d

dt

Å
∥ωt(t)∥2 + ∥∆ω(t)∥2 + (g ◦ ∇ω)(t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∇ω(t)∥2

ã
− (M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t), ωt(t))

+ µ1∥ω(t)∥2 + µ2

∫
Ω
χ(x, 1, t)ωt(t)dx

+
∫

Ω
(f(u(t)) − f(v(t)))ωt(t)dx

− 1
2(g′ ◦ ∇ω)(t) + 1

2g(t)∥∇ω(t)∥2 = 0,
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ce qui donne

1
2
d

dt

Å
∥ωt(t)∥2 + ∥∆ω(t)∥2 + (g ◦ ∇ω)(t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∇ω(t)∥2

ã
+ µ1∥ω(t)∥2 − 1

2(g′ ◦ ∇ω)(t) + 1
2g(t)∥∇ω(t)∥2

≤
∣∣∣∣(M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t), ωt(t))

∣∣∣∣
+ µ2

∫
Ω

|χ(x, 1, t)||ωt(t)|dx+
∫

Ω
|f(u(t)) − f(v(t))||ωt(t)|dx.

Puisque, d’après les hypothèses, g(t) > 0 and g′(t) < 0, on obtient

1
2
d

dt

Å
∥ωt(t)∥2 + ∥∆ω(t)∥2 + (g ◦ ∇ω)(t) −

∫ t

0
g(s)ds∥∇ω(t)∥2

ã
+ µ1∥ω(t)∥2

≤
∣∣∣∣(M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t), ωt(t))

∣∣∣∣
+ µ2

∫
Ω

|χ(x, 1, t)||ωt(t)|dx+
∫

Ω
|f(u(t)) − f(v(t))||ωt(t)|dx,

(2.53)

On se propose de majorer le membre de droite de la dernière inéquation.

Par le théorème des valeurs intermédiaires et l’inégalité de Hölder (1.1), on peut remar-

quer que∣∣∣∣ (M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t), ωt(t)
) ∣∣∣∣

=
∣∣∣∣ ∫

Ω

ß(
M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇u(t)∥2)∆v(t)

)
ωt(t)

+
(
M(∥∇u(t)∥2)∆v(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t)

)
ωt(t)

™
dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω
M(∥∇u(t)∥2)|∆ω(t)||ωt(t)|dx

+
∫

Ω
|M ′(η)|(∥∇u(t)∥2 − ∥∇v(t)∥2)||∆v(t)||ωt(t)|dx.

(2.54)

Or, d’après l’hypothèse (0.9), la fonction M est de classe C1 sur R+, et en particulier M

et M ′ sont bornées sur tout intervalle fermé et borné de R+, d’où, il existe une constante

C1 > 0 telle que

|M(η)| ≤ C1, |M ′(η)| ≤ C1.

De plus, on a

|(∥∇u(t)∥2 − ∥∇v(t)∥2)| = |(∥∇u(t)∥ − ∥∇v(t)∥)(∥∇u(t)∥ + ∥∇v(t)∥)|.
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D’une part, comme u, v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), il est clair que

|(∥∇u(t)∥ + ∥∇v(t)∥)| ≤ C2, C2 > 0,

et d’autre part, puisque ω ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) et d’après la deuxième inégalité triangulaire,

on a la majoration

|(∥∇u(t)∥ − ∥∇v(t)∥)| ≤ ∥∇u(t) − ∇v(t)∥ = ∥∇ω(t)∥.

Par conséquent,

|(∥∇u(t)∥2 − ∥∇v(t)∥2)| ≤ C2∥∇ω(t)∥.

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Young (1.5), on a
∫

Ω
M(∥∇u(t)∥2)|∆ω(t)||ωt(t)|dx

≤C1

∫
Ω

|∆ω(t)||ωt(t)|dx

≤C1

2
(
∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2) ,

et puisque v ∈ H2(Ω), il existe une constante C3 > 0 telle ∥∆v(t)∥ ≤ C3, ce qui donne
∫

Ω
|M ′(η)|(∥∇u(t)∥2 − ∥∇v(t)∥2)||∆v(t)||ωt(t)|dx

≤C1C2∥∇ω(t)∥
∫

Ω
|∆v(t)||ωt(t)|dx

≤C1C2∥∇ω(t)∥∥∆v(t)∥∥ωt(t)∥

≤C1C2C3

2
(
∥∇ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2) ,

On en déduit donc∣∣∣∣ (M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) −M(∥∇v(t)∥2)∆v(t), ωt(t)
) ∣∣∣∣

≤C1

2
(
∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2)+ C1C2C3

2
(
∥∆v(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2)

≤C4
(
∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2) , C4 = C1

2 + C1C2C3

2 .

(2.55)

Concernant le terme dépendant de f , on a, d’après l’hypothèse (0.13) et l’inégalité de
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Hölder (1.1),∫
Ω

|f(u(t)) − f(v(t))||ωt(t)|dx

≤cf

∫
Ω
(1 + |u(t)|r + |v(t)|r)|ω(t)||ωt(t)|dx

≤cf∥ω(t)∥∥ωt(t)∥ + cf∥|u(t)|rω(t)∥∥ωt(t)∥ + cf∥|v(t)|rω(t)∥∥ωt(t)∥.

Comme
r

2(r + 1) + 1
2(r + 1) + 1

2 = 1,

on a ∫
Ω

|f(u(t)) − f(v(t))||ωt|dx

≤cf∥1∥r
2(r+1)∥ω(t)∥2(r+1)∥ωt(t)∥ + cf∥u(t)∥r

2(r+1)∥ω(t)∥2(r+1)∥ωt∥

+ cf∥v(t)∥r
2(r+1)∥ω(t)∥2(r+1)∥ωt(t)∥

≤cf |Ω|
r

2(r+1) ∥ω(t)∥2(r+1)∥ωt(t)∥ + cf∥u(t)∥r
2(r+1)∥ω(t)∥2(r+1)∥ωt(t)∥

+ cf∥v(t)∥r
2(r+1)∥ω(t)∥2(r+1)∥ωt(t)∥.

(2.56)

En vertu de l’injection continue L2(r+1)(Ω) ⊂ L2(Ω) et en utilisant le fait que

∥ω(t)∥ ≤
√
λcΩ∥∆ω(t)∥,

où λ est donnée par l’hypothèse (0.10) et cΩ est la constante de Poincaré (1.7), on a déduit

qu’il existe c1, c2 > 0 telles que

∥u(t)∥r
2(r+1) ≤ c1∥u(t)∥r ≤ c2,

∥v(t)∥r
2(r+1) ≤ c1∥v(t)∥r ≤ c2,

∥ω(t)∥2(r+1) ≤ c1∥ω(t)∥ ≤
√
λc1cΩ∥∆ω(t)∥.

Par suite, on déduit que∫
Ω

|f(u(t)) − f(v(t))||ωt(t)|dx

≤
√
λc1cΩcf |Ω|

r
2(r+1) ∥∆ω(t)∥∥ωt(t)∥ + 2λcΩc2cf∥∆ω(t)∥∥ωt(t)∥

=C5∥∆ω(t)∥∥ωt(t)∥, C5 = max
¶√

λc1cΩcf |Ω|
r

2(r+1) , 2λcΩc2cf

©
≤C5

2
(
∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2)

=C6
(
∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2) , C6 = C5

2 .

(2.57)
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De plus,

µ2

∫
Ω

|χ(x, 1, t)||ωt(t)|dx

≤µ2

2

∫
Ω
χ2(x, 1, t)dx+ µ2

2 ∥ωt(t)∥2.
(2.58)

En combinant (2.51)-(2.55), on remarque que

d

dt
E (t) − d

dt

ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
χ2(x, ρ, t)dρdx

+
(
µ1 − µ2

2

)
∥ωt(t)∥2 − µ2

2

∫
Ω
χ2(x, 1, t)dx

≤(C4 + C6)(∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2).

D’après l’équation (2.11) et comme χ = z1 − z2, et χ(x, 0, s) = ωt(s), on a

− ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
χ2(x, ρ, t)dρdx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
χ2

0(x, ρ)dρdx

= ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

[
χ2(x, 1, s) − ω2

t (s)
]
dxds,

d’où

− d

dt

ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
χ2(x, ρ, t)dρdx

= ξ

2τ

∫
Ω

[
χ2(x, 1, t) − ω2

t (t)
]
dx,

on en déduit que

d

dt
E (t) + ξ

2τ

∫
Ω

[
χ2(x, 1, t) − ω2

t (t)
]
dx

+
(
µ1 − µ2

2

)
∥ωt(t)∥2 − µ2

2

∫
Ω
χ2(x, 1, t)dx

≤(C4 + C6)(∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2),

ou encore
d

dt
E (t) +

Å
µ1 − ξ

2τ − µ2

2

ã
∥ωt(t)∥2

+
Å
ξ

2τ − µ2

2

ã ∫
Ω
χ2(x, 1, t)dx

≤C7(∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2), C7 = C4 + C6.

(2.59)

Il découle de l’hypothèse (0.16) que

d

dt
E (t) ≤ C7(∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2),
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ce qui donne en intégrant par rapport à t,

E (t) ≤ E (0) + C7

∫ t

0
∥∆ω(s)∥2 + ∥ωt(s)∥2ds. (2.60)

En outre, en vertu de l’hypothèse (0.10),

E (t) ≥∥ωt(t)∥2 + l∥∆ω(t)∥2 + (g ◦ ∇ω)(t) + ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
χ2(x, ρ, t)dρdx

≥l
(
∥ωt(t)∥2 + ∥∆ω(t)∥2) ,

et par suite, on obtient

∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2 ≤ l

Å
E (0) + C7

∫ t

0
∥∆ω(s)∥2 + ∥ωt(s)∥2ds

ã
. (2.61)

Appliquant le Lemme 1.7 de Grönwall à l’estimation (2.61), nous déduisons finalement que

∥∆ω(t)∥2 + ∥ωt(t)∥2 ≤ eC8t

l
E (0), C8 = C7

l
. (2.62)

En remarquant que

E (0) =∥u1(0) − v1(0)∥2 + ∥∆u0(0) − ∆v0(0)∥2

+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(h01(x,−τρ) − h02(x,−τρ))2dρdx,

on déduit que la solution du problème (0.18)-(0.20) dépend continûment de la donnée initiale.

En particulier, on peut affirmer l’existence globale d’une unique solution régulière.

Le Lemme 2.5 est ainsi démontré.

Nous pouvons, enfin, prouver la dépendance continue et l’unicité des solutions faibles

(énoncé 3) en utilisant des arguments de densité (voir par exemple, Cavalcanti et al.[5])

ce qui peut aussi être trouvé dans Lions [19, Chapitre 1, Théorème 1.2] en utilisant une

méthode de régularisation et dans [25] en utilisant les fonctions indéfiniment dérivables à

support compact.

Ce qui achève la preuve du Théorème 2.1.
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CHAPITRE

3

DÉCROISSANCE GÉNÉRALE DE

L’ÉNERGIE

On étudie, dans ce chapitre, le comportement asymptotique de la solution obtenue au

chapitre précédent. Plus précisément, notre but est de démontrer la stabilisation de cette

solution, ce qui peut être obtenu en prouvant que l’énergie associée au système considéré est

décroissante. On se propose, d’abord, de présenter succinctement la méthode choisie afin de

prouver notre résultat.

3.1 Méthode de Lyapunov

La méthode de Lyapunov est une des méthodes classiques concernant l’étude qualitative

des solutions d’une équation différentielle ordinaire ou d’une équation aux dérivées par-

tielles. Elle permet, en effet, d’établir la stabilité d’un système dynamique. Elle comprend
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un ensemble de résultats mathématiques aboutissant à la décroissance de l’énergie du sys-

tème étudié. Cette méthode, du nom du mathématicien Aleksandr Mikhailovich Lyapunov

(1857 − 1918), consiste en la détermination d’une fonctionnelle candidate de Lyapunov res-

pectant certaines propriétés de positivité et de dérivabilité.

La décroissance d’une énergie peut être de différentes natures, selon sa vitesse.

On dit qu’un système est fortement asymptotiquement stable lorsque

lim
t→+∞

E(t) = 0.

Dans la pratique, il est difficilement envisageable de montrer cette propriété de stabilité. Dans

ce cas, on peut essayer de démontrer un résultat de stabilité uniforme dont on distingue, au

moins, quatre types différents énumérés selon une progression d’intensité croissante.

1. La décroissance logarithmique de l’énergie est vérifiée si

E(t) ≤ C

(ln(1 + t))α
,

où C est une constante positive indépendante de t et α > 0.

2. La décroissance sera dite polynomiale lorsque

E(t) ≤ C

tα
,

où C est une constante positive indépendante de t et α > 0.

3. On parlera de décroissance exponentielle dans le cas où

E(t) ≤ Ce−αt,

où C est une constante positive indépendante de t et α > 0.

4. Finalement l’énergie du système jouit d’une propriété de décroissance générale si

E(t) ≤ Ce−αf(t),

où C est une constante positive indépendante de t, α > 0 et f est une fonction qui

admet une propriété de croissance générale.
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3.2 Enoncé du théorème principal

Avant d’énoncer le principal résultat de ce chapitre, on définit l’énergie associée au pro-

blème (0.18)-(0.20) par

E(t) :=1
2∥ut(t)∥2 + 1

2∥∆u(t)∥2 + 1
2M̂(∥∇u(t)∥2)

+
∫

Ω
f̂(u(t))dx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx,

(3.1)

où ξ est la constante positive définie par (0.16). On peut, alors, énoncer le théorème suivant

portant sur la stabilisation du système.

Théorème 3.1. On suppose les hypothèses (0.9)-(0.16) et (2.2) satisfaites et on admet de

plus que µ2 < µ1. Alors, il existe deux constantes positives α > 0 et β > 0 telles que l’énergie

E(t) définie par (3.1) vérifie

E(t) ≤ α exp
Å

−β
∫ t

0
µ(s)ds

ã
, ∀t ≥ 0, (3.2)

où µ est une fonction vérifiant les hypothèses (0.11)-(0.12).

Ce résultat indique que l’énergie du système admet une propriété de décroissance générale.

La preuve du Théorème 3.1 repose sur plusieurs lemmes. Dans l’optique de démontrer notre

résultat, on se propose, d’abord, de montrer que la dérivée de la fonctionnelle E est négative.

D’après l’expression (3.1), on a

E ′(t) =
∫

Ω
utt(t)ut(t)dx+

∫
Ω

∆ut(t)∆u(t)dx+
∫

Ω
M(∥∇u(t)∥2)∇ut(t)∇u(t)dx

+
∫

Ω
f(u(t))u(t)dx+ ξ

∫
Ω

∫ 1

0
zt(x, ρ, t)z(x, ρ, t)dρdx.

ou encore, en intégrant par parties,

E ′(t) =
∫

Ω

[
utt(t) + ∆2u(t) −M(∥∇u(t)∥2)∆u(t) + f(u(t))

]
ut(t)dx

+ ξ
∫

Ω

∫ 1

0
zt(x, ρ, t)z(x, ρ, t)dρdx.

Compte tenu de l’équation (0.19), on obtient

E ′(t) =
∫

Ω

ï
−µ1ut(t) − µ2z(x, 1, t) +

∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds

ò
ut(t)dx

+ ξ
∫

Ω

∫ 1

0
zt(x, ρ, t)z(x, ρ, t)dρdx.

(3.3)
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Concernant le dernier terme du membre de droite de l’expression précédente, on a

ξ
∫

Ω

∫ 1

0
zt(x, ρ, t)z(x, ρ, t)dρdx

= − ξ

τ

∫
Ω

∫ 1

0
zρ(x, ρ, t)z(x, ρ, t)dρdx

= − ξ

2τ

∫
Ω

∫ 1

0

∂

∂ρ
z2(x, ρ, t)dρdx

= − ξ

2τ

∫
Ω
[z2(x, 1, t) − z2(x, 0, t)]dx

= − ξ

2τ

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ ξ

2τ

∫
Ω
u2

t (x, t)dx,

et l’équation (3.3) s’écrit

E ′(t) = − µ1∥ut(t)∥2 − µ2

∫
Ω
z(x, 1, t)ut(t)dx+

∫
Ω

Å∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds

ã
ut(t)dx

− ξ

2τ

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ ξ

2τ

∫
Ω
u2

t (x, t)dx.
(3.4)

En appliquant l’inégalité de Young (1.5), l’égalité (3.4) implique que

E ′(t) ≤ − µ1∥ut(t)∥2 + µ2

2

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ µ2

2

∫
Ω
u2

t (t)dx

− ξ

2τ

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ ξ

2τ

∫
Ω
u2

t (x, t)dx

+
∫

Ω

Å∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds

ã
ut(t)dx.

ou bien , en intégrant par parties,

E ′(t) ≤ −
Å
µ1 − ξ

2τ − µ2

2

ã
∥ut(t)∥2 −

Å
ξ

2τ − µ2

2

ã ∫
Ω
z2(x, 1, t)dx

−
∫ t

0
g(t− s) (∇u(s),∇ut(t)) ds.

(3.5)

En vertu de l’hypothèse (0.16), on peut remarquer que les deux premiers termes du membre

de droite de l’inéquation (3.5) sont négatifs. Toutefois, la difficulté se pose quant au signe du

dernier terme de ce même membre. On ne peut donc pas déduire, à ce stade, la négativité

de E ′(t).

De ce fait, nous allons introduire un procédé de perturbation de l’énergie par l’intermé-

diaire d’une énergie dite modifiée.
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3.3 Estimation de la dérivée de l’énergie modifiée

On définit d’abord la fonctionnelle représentant l’énergie modifiée, notée F , par

F (t) =:12∥ut(t)∥2 + 1
2∥∆u(t)∥2 + 1

2M̂(∥∇u(t)∥2)

+
∫

Ω
f̂(u(t))dx− 1

2

Å∫ t

0
g(s)ds

ã
∥∇u(t)∥2

+ 1
2(g ◦ ∇u)(t) + ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx,

(3.6)

où ξ demeure la constante positive définie par l’hypothèse (0.16).

On remarque immédiatement que

F (t) ≥1
2∥ut(t)∥2 + 1

2

Å
1 − λ

∫ +∞

0
g(s)ds

ã
∥∆u(t)∥2

+ 1
2M̂(∥∇u(t)∥2) +

∫
Ω
f̂(u(t))dx

+ 1
2(g ◦ ∇u)(t) + ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx

≥ lE(t),

où l est la constante positive donnée par l’hypothèse (0.10). Le lemme suivant présente une

estimation de la dérivée de l’énergie modifiée.

Lemme 3.1. On suppose les hypothèses du Théorème 3.1 satisfaites. Alors, il existe une

constante c > 0 telle que la fonctionnelle F définie par l’expression (3.6) vérifie, pour tout

t ≥ 0,
d

dt
F (t) ≤ − c

∫
Ω
u2

t (t)dx− c
∫

Ω
z2(x, 1, t)dx

+ 1
2(g′ ◦ ∇u)(t) − 1

2g(t)∥∇u(t)∥2.

(3.7)

Démonstration. D’après la définition de F (t), et en vertu de l’inégalité (2.17) obtenue au

chapitre précédent, on remarque que, de manière analogue

F (t) + c1

∫ t

0
∥ut(s)∥2ds+ c2

∫ t

0

∫
Ω
z2(x, 1, s)dxds

−
∫ t

0

1
2(g′ ◦ ∇u)(s)ds+

∫ t

0

1
2g(s)∥∇u(s)∥2ds

≤F (0).
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Puis, en dérivant par rapport à t et en prenant c = min c1, c2, on obtient le résultat escompté

au titre du Lemme 3.1.

Nous pouvons donc affirmer la décroissance de l’énergie (car E ′(t) ≤ 0). Afin de pouvoir

démontrer la stabilisation du système modélisé par le problème étudié, il nous faut dispo-

ser d’une décroissance de l’énergie vers 0 lorsque t tend vers l’infini. Pour cela, nous nous

proposons d’introduire deux fonctions auxiliaires définies aux sections suivantes.

3.4 Estimation liée à une première fonction auxiliaire

On définit, ainsi, la première fonctionnelle comme suit

Φ(t) :=
∫

Ω
ut(t)u(t)dx. (3.8)

Alors, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.2. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, la fonctionnelle définie par l’expression

(3.8) vérifie pour tout η > 0 et pour t ≥ 0,

d

dt
Φ(t) ≤

Å
1 + µ1

4η

ã
∥ut(t)∥2 − M̂(∥∇u(t)∥2)

− (l − ηλ− ηλλ1(µ1 + µ2))∥∆u(t)∥2

+ µ2

4η

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ 1 − l

4ηλ (g ◦ ∇u)(t) −
∫

Ω
f̂(u(t))dx,

(3.9)

où λ1 est la constante de Poincaré.

Démonstration. En dérivant Φ par rapport à t, on a

d

dt
Φ(t) =

∫
Ω
utt(t)u(t)dx+ ∥ut(t)∥2.

Or, puisque

utt(t) = − ∆2u(t) +M(∥∇u(t)∥2)∆u(t)

−
∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds− µ1ut(x, t) − µ2z(x, 1, t) − f(u(t)).
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On peut donc écrire

d

dt
Φ(t) =∥ut(t)∥2 +

∫
Ω

Å
− ∆2u(t) +M(∥∇u(t)∥2)∆u(t)

−
∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds− µ1ut(x, t) − µ2z(x, 1, t) − f(u(t))

ã
u(t)dx,

ou encore, en intégrant par parties,

d

dt
Φ(t) =∥ut(t)∥2 − ∥∆u(t)∥2 −M(∥∇u(t)∥2)∥∇u(t)∥2

+
∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds− µ1

∫
Ω
ut(x, t)u(t)dx

− µ2

∫
Ω
z(x, 1, t)u(t)dx−

∫
Ω
f(u)u(t)dx.

(3.10)

En outre, d’après les hypothèses (0.9) et (0.14), on peut remarquer que

−M(∥∇u(t)∥2)∥∇u(t)∥2 ≤ −M̂(∥∇u(t)∥2),

−
∫

Ω
f(u)u(t)dx ≤ −

∫
Ω
f̂(u(t))dx.

L’équation (3.10) implique donc que

d

dt
Φ(t) ≤∥ut(t)∥2 − ∥∆u(t)∥2 − M̂(∥∇u(t)∥2)

+
∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds− µ1

∫
Ω
ut(x, t)u(t)dx

− µ2

∫
Ω
z(x, 1, t)u(t)dx−

∫
Ω
f̂(u(t))dx.

(3.11)

D’après les inégalités de Young (1.4) et de Cauchy-Scharwz (1.2) et en rappelant que

∥∇u(t)∥2 ≤ λ∥∆u(t)∥2,
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on a, pour tout η > 0,∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds

=
∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω

(∇u(s) − ∇u(t) + ∇u(t)) ∇u(t)dxds

≤
∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω

|∇u(t) − ∇u(s)||∇u(t)|dxds+
∫ t

0
g(t− s)ds∥∇u(t)∥2

≤∥∇u(t)∥
∫ t

0
g(t− s)∥∇u(t) − ∇u(s)∥ds+

∫ t

0
g(t− s)ds∥∇u(t)∥2

=∥∇u(t)∥
∫ t

0

√
g(t− s)

√
g(t− s)∥∇u(t) − ∇u(s)∥ds+

∫ t

0
g(t− s)ds∥∇u(t)∥2

≤∥∇u(t)∥
Å∫ t

0
g(t− s)ds

ã 1
2
Å∫ t

0
g(t− s)∥∇u(t) − ∇u(s)∥2ds

ã 1
2

+
∫ t

0
g(s)ds∥∇u(t)∥2

≤
√
λ∥∆u(t)∥

Å∫ +∞

0
g(s)ds

ã 1
2

(g ◦ ∇u(t))
1
2 + λ

∫ +∞

0
g(s)ds∥∆u(t)∥2

≤ηλ∥∆u(t)∥2 + 1
4η∥g(t)∥L1(R+)(g ◦ ∇u)(t) + λ

∫ +∞

0
g(s)ds∥∆u(t)∥2

≤(1 − l + ηλ)∥∆u(t)∥2 + 1
4η∥g(t)∥L1(R+)(g ◦ ∇u)(t)

=(1 − l + ηλ)∥∆u(t)∥2 + 1 − l

4ηλ (g ◦ ∇u)(t).

(3.12)

La dernière égalité ayant été obtenue en vertu de l’hypothèse (0.10).

En vertu des inégalités susmentionnées ainsi que celle de Poincaré (1.7), on déduit que,

pour tout η > 0,

− µ1

∫
Ω
ut(t)u(t)dx ≤ µ1ηλλ1∥∆u(t)∥2 + µ1

4η∥ut(t)∥2, (3.13)

− µ2

∫
Ω
z(x, 1, t)u(t)dx ≤ µ2ηλλ1∥∆u(t)∥2 + µ2

4η

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx, (3.14)

où λ1 est la constante de Poincaré.

En combinant les estimations (3.11)-(3.14), on achève la preuve du Lemme 3.2.

3.5 Estimation liée à une seconde fonction auxiliaire

Dans le but de traiter le terme retard représenté par la fonction z, on introduit la fonc-

tionnelle suivante

Ψ(t) :=
∫

Ω

∫ 1

0
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx. (3.15)
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On présente dans le lemme qui suit une majoration de la dérivée de Ψ.

Lemme 3.3. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, la fonctionnelle Ψ définie par l’expression

(3.15) vérifie pour tout η > 0 et pour t ≥ 0,

d

dt
Ψ(t) ≤ −2ρΨ(t) − c1

τ

∫
Ω
z2(x, ρ, t)dx+ 1

τ
∥ut(t)∥2, (3.16)

où c1 > 0 est une constante.

Démonstration. En dérivant Ψ par rapport à t et en utilisant l’équation de (0.18), on obtient

d

dt
Ψ(t) = d

dt

Å∫
Ω

∫ 1

0
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx

ã
=

∫
Ω

∫ 1

0

∂

∂t

(
e−2τρz2(x, ρ, t)

)
dρdx

=2
∫

Ω

∫ 1

0
e−2τρz(x, ρ, t)zt(x, ρ, t)dρdx

= − 2
τ

∫
Ω

∫ 1

0
e−2τρz(x, ρ, t)zρ(x, ρ, t)dρdx

= − 1
τ

∫
Ω

∫ 1

0

∂

∂ρ

(
e−2τρz2(x, ρ, t)

)
dρdx− 2

∫
Ω

∫ 1

0
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx

= − 1
τ

∫
Ω
e−2τz2(x, 1, t)dx+ 1

τ

∫
Ω
z2(x, 0, t)dx− 2

∫
Ω

∫ 1

0
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx

= − e−2τ

τ

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ 1

τ
∥ut(t)∥2 − 2

∫
Ω

∫ 1

0
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx.

En choisissant 0 < c1 < e−2τ , et en rappelant que 0 < ρ < 1, le Lemme 3.3 est démontré.

3.6 Estimation de la dérivée d’une première fonction-

nelle de Lyapunov

Dans l’optique de prouver la décroissance de l’énergie, on considère la fonction de Lya-

punov suivante

L (t) := F (t) + ϵΦ(t) + ϵΨ(t), (3.17)

où F , Φ et Ψ sont les fonctionnelles définies précédemment et ϵ > 0 est un réel que l’on

déterminera par la suite. Le lemme qui suit offre une majoration de la dérivée de L .
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Lemme 3.4. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, il existe deux constantes positives α1 et

α2 telles que
d

dt
L (t) ≤ −α1F (t) + α2(g ◦ ∇u)(t). (3.18)

où F est l’énergie modifiée donnée par l’expression (3.6).

Démonstration. Par définition de L , on a
d

dt
L (t) = d

dt
F (t) + ϵ

d

dt
Φ(t) + ϵ

d

dt
Ψ(t),

et en vertu des Lemme 3.1, Lemme 3.2 et Lemme 3.3, on peut déduire que
d

dt
L (t) ≤ − c∥ut(t)∥2dx− c

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ 1

2(g′ ◦ ∇u)(t)

− 1
2g(t)∥∇u(t)∥2 + ϵ

Å
1 + µ1

4η

ã
∥ut(t)∥2 − ϵM̂(∥∇u(t)∥2)

− ϵ(l − ηλ− ηλλ1(µ1 + µ2))∥∆u(t)∥2

+ ϵµ2

4η

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ ϵ(1 − l)

4ηλ (g ◦ ∇u)(t) − ϵ
∫

Ω
f̂(u(t))dx

− 2ϵρΨ(t) − ϵc1

τ

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ ϵ

τ
∥ut(t)∥2.

Autrement dit,
d

dt
L (t) ≤ −

Å
c− ϵ

Å
1 + µ1

4η

ã
− ϵ

τ

ã
∥ut(t)∥2 − ϵM̂(∥∇u(t)∥2)

− ϵ(l − ηλ− ηλλ1(µ1 + µ2))∥∆u(t)∥2 − ϵ
∫

Ω
f̂(u(t))dx

− 2ϵρΨ(t) −
Å
c+ c1ϵ

τ
− µ2ϵ

4η

ã ∫
Ω
z2(x, 1, t)dx

+ ϵ(1 − l)
4ηλ (g ◦ ∇u)(t) + 1

2(g′ ◦ ∇u)(t) − 1
2g(t)∥∇u(t)∥2.

Puisque

−2ϵρΨ(t) = −2ϵρ
∫

Ω
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx ≤ −2ϵρe−2τ

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx,

il découle de l’inéquation précédente que
d

dt
L (t) ≤ −

Å
c− ϵ

Å
1 + µ1

4η

ã
− ϵ

τ

ã
∥ut(t)∥2 − ϵM̂(∥∇u(t)∥2)

− ϵ(l − ηλ− ηλλ1(µ1 + µ2))∥∆u(t)∥2 − ϵ
∫

Ω
f̂(u(t))dx

− 2ϵρe−2τ
∫

Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx−

Å
c+ c1ϵ

τ
− µ2ϵ

4η

ã ∫
Ω
z2(x, 1, t)dx

+ ϵ(1 − l)
4ηλ (g ◦ ∇u)(t) + 1

2(g′ ◦ ∇u)(t) − 1
2g(t)∥∇u(t)∥2.

(3.19)
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Posant, afin d’alléger les notations,

η1 :=
Å
c− ϵ

Å
1 + µ1

4η

ã
− ϵ

τ

ã
,

η2 := ϵ(l − ηλ− ηλλ1(µ1 + µ2)),

η3 := 2ϵρe−2τ ,

η4 :=
Å
c+ c1ϵ

τ
− µ2ϵ

4η

ã
,

η5 := ϵ(1 − l)
4ηλ .

L’inéquation (3.19) s’écrit

d

dt
L (t) ≤ − η1∥ut(t)∥2 − η2∥∆u(t)∥2 − ϵM̂(∥∇u(t)∥2)

− ϵ
∫

Ω
f̂(u(t))dx− η3

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx− η4

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx

+ η5(g ◦ ∇u)(t) + 1
2(g′ ◦ ∇u)(t) − 1

2g(t)∥∇u(t)∥2,

ou encore, en posant

α1 = min{2η1, 2η2, 2ϵ, ϵ,
2η3

ξ
},

d

dt
L (t) ≤ −α1

Å1
2∥ut(t)∥2 + 1

2∥∆u(t)∥2 + 1
2M̂(∥∇u(t)∥2)

+
∫

Ω
f̂(u(t))dx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx

ã
− η4

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx

+ η5(g ◦ ∇u)(t) + 1
2(g′ ◦ ∇u)(t) − 1

2g(t)∥∇u(t)∥2.

On peut, maintenant, choisir η > 0 et ϵ > 0 assez petits afin que α1 > 0 et η4 > 0.

Aussi, puisque

−η4

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ 1

2(g′ ◦ ∇u)(t) − 1
2g(t)∥∇u(t)∥2 ≤ 0,

on déduit que, pour tout t ≥ 0,

d

dt
L (t) ≤ − α1

Å1
2∥ut(t)∥2 + 1

2∥∆u(t)∥2 + 1
2M̂(∥∇u(t)∥2)

+
∫

Ω
f̂(u(t))dx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx

ã
+ η5(g ◦ ∇u)(t).

(3.20)
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Afin de faire apparaître l’énergie modifiée au membre de droite de l’inéquation (3.20), on

peut écrire

d

dt
L (t) ≤ − α1

Å1
2∥ut(t)∥2 + 1

2∥∆u(t)∥2 + 1
2M̂(∥∇u(t)∥2)

+
∫

Ω
f̂(u(t))dx+ ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx

− 1
2

Å∫ t

0
g(s)ds

ã
∥∇u(t)∥2 + 1

2(g ◦ ∇u)(t)
ã

+ α1

Å
− 1

2

Å∫ t

0
g(s)ds

ã
∥∇u(t)∥2 + 1

2(g ◦ ∇u)(t)
ã

+ η5(g ◦ ∇u)(t).

La dernière inégalité entraîne que

d

dt
L (t) ≤ −α1F (t) + α2(g ◦ ∇u)(t), (3.21)

où α2 = η5 + α1
2 . ce qui achève la preuve du Lemme 3.4.

3.7 Equivalence entre l’énergie modifiée et une seconde

fonctionnelle de Lyapunov

On introduit, à présent, une seconde fonction de Lyapunov par

F (t) := µ(t)L (t) + 2α2F (t), (3.22)

où L et F (t) sont respectivement la première fonction de Lyapunov définie par (3.17) et

l’énergie modifiée donnée par (3.6). La fonction µ vérifie les hypothèses (0.11)-(0.12) et la

constante α2 est celle donnée par le Lemme 3.4.

Lemme 3.5. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, il existe deux constantes positives β1 et

β2 telles que

(µ(t)β1 + 2α2)F (t) ≤ F (t) ≤ (µ(t)β2 + 2α2)F (t). (3.23)

Autrement dit, les fonctions F et F sont équivalentes.
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Démonstration. En vertu de l’inégalité de Young (1.5), on obtient

|Φ(t) + Ψ(t)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω
ut(t)u(t)dx+

∫
Ω

∫ 1

0
e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx

∣∣∣∣
≤ 1

2∥ut(t)∥2 + 1
2λ′ ∥∆u(t)∥2 +

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx,

(3.24)

où λ′ est la première valeur propre de l’opérateur bilaplacien, vérifiant

∆2u = λu dans Ω avec u = ∆u = 0 sur ∂Ω.

En remarquant que

1
2∥ut(t)∥2 + 1

2∥∆u(t)∥2 + ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx ≤ E(t),

on peut déduire que

|Φ(t) + Ψ(t)| ≤ 1
2∥ut(t)∥2 + 1

2λ′ ∥∆u(t)∥2 +
∫

Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx

≤ max
ß

1, 1
λ′ ,

2
ξ

™
E(t)

≤ 1
l

max
ß

1, 1
λ′ ,

2
ξ

™
F (t).

(3.25)

La dernière inégalité est vérifiée puisque E(t) ≤ 1
l
F (t). Aussi, en posant C1 = 1

l
max

¶
1, 1

λ′ ,
2
ξ

©
,

on a

|L (t) − F (t)| = ϵ|Φ(t) + Ψ(t)| ≤ ϵC1F (t), (3.26)

ce qui donne

−ϵC1F (t) ≤ L (t) − F (t) ≤ ϵC1F (t),

ou encore

(1 − ϵC1)F (t) ≤ L (t) ≤ ϵ(1 + C1)F (t).

En prenant maintenant ϵ > 0 assez petit et choisissant

β1 := 1 − ϵC1 > 0, β2 := 1 + ϵC1 > 0,

on conclut que

β1F (t) ≤ L (t) ≤ β2F (t). (3.27)
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En multipliant (3.27) par µ(t) puis en ajoutant 2α2F (t), on obtient

(µ(t)β1 + 2α2)F (t) ≤ F (t) ≤ (µ(t)β2 + 2α2)F (t),

on en déduit, ainsi, que F (t) est équivalent à F (t), ce que l’on note par

F (t) ∼ F (t), (3.28)

ce qui achève la preuve du Lemme 3.5.

3.8 Comportement asymptotique de la solution

En multipliant les deux membres de l’estimation (3.18) du Lemme 3.4 par µ(t) > 0, on

obtient, pour tout t ≥ 0,

µ(t) d
dt

L (t) ≤ −α1µ(t)F (t) + α2µ(t)(g ◦ ∇u)(t). (3.29)

Ceci implique, grâce à l’hypothèse (0.11) et au Lemme 3.1, que, pour tout t ≥ 0,

µ(t) d
dt

L (t) ≤ −α1µ(t)F (t) − α2(g′ ◦ ∇u)(t)

≤ −α1µ(t)F (t) − 2α2F
′(t),

ou encore

d

dt

Å
µ(t)L (t) + 2α2F (t)

ã
− µ′(t)L (t) ≤ −α1µ(t)F (t), ∀t ≥ 0. (3.30)

En rappelant que µ′(t) ≤ 0, l’inéquation précédente entraîne

d

dt
F (t) ≤ −α1µ(t)F (t), ∀t ≥ 0. (3.31)

D’après le Lemme 3.5 ainsi que l’inéquation (3.31), on conclut qu’il existe α3 > 0 tel que,

pour tout t ≥ 0,

d

dt
F (t) ≤ −α1µ(t)F (t) ≤ −α3µ(t)F (t). (3.32)

Intégrant (3.32) sur (0, t), il découle que

F (t) ≤ F (0) exp
Å

−α3

∫ t

0
µ(s)ds

ã
, ∀t ≥ 0. (3.33)

74



En vertu de l’équivalence (3.28), on peut en déduire qu’il existe une constante positive c1

telle que

F (t) ≤ c1 exp
Å

−α3

∫ t

0
µ(s)ds

ã
, ∀t ≥ 0. (3.34)

Puisque

E(t) ≤ 1
l
F (t),

on achève la démonstration du Théorème 3.1 en affirmant que

E(t) ≤ c2 exp
Å

−α3

∫ t

0
µ(s)ds

ã
, ∀t ≥ 0, (3.35)

où c2 = c1
l
.

Ainsi, nous avons établi la décroissance générale de l’énergie associée à l’équation de

départ, et, a fortiori, la stabilisation de la solution du problème étudié.

Remarque 3.1. On peut vérifier que les décroissances exponentielle et polynomiale sont

des cas particuliers de la décroissance générale établie par l’estimation (3.35). En effet, la

décroissance exponentielle correspond au choix

µ(t) = a,

où a est une constante positive, alors que la décroissance polynomiale est obtenue lorsque

que l’on considère

µ(t) = a

1 + t
,

où a demeure une constante positive.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans le cadre de ce travail, basé notamment sur l’article [13] écrit par Baowei Feng et

intitulé Global Well-Posedness and Stability for a Viscoelastic Plate Equation with a Time

Delay, nous avons traité une équation hyperbolique modélisant les vibrations d’une plaque

ayant un comportant viscoélastique. Cette équation comporte un terme retard, un terme lié

à l’amortisseur du système mécanique et un terme représentant la mémoire viscoélastique

de la plaque.

Sous des hypothèses convenables sur les données initiales du problème considéré, le terme

source non linéaire f ainsi que sur la fonction de relaxation g et les coefficients d’amortisse-

ment et de retard µ1 et µ2 respectivement, nous avons d’abord montré l’existence globale de

solutions faibles en utilisant la méthode d’approximation de Faedo-Galerkin.

Nous avons, ensuite, étudié la régularité de ces solutions, avant de prouver que celles-ci dé-

pendent continûment des données initiales. L’unicité de la solution est ainsi établie.

Enfin, en nous appuyant sur la méthode de stabilité de Lyapunov, nous avons démontré

la stabilisation du système en établissant un résultat de décroissance générale de l’énergie

associée à la solution.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à un système mécanique doté d’un faible

amortisseur symbolisé par le terme µ1ut. Nous pourrions étudier un système pour lequel on
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considère un fort amortissement auquel cas le terme précédent serait remplacé par µ1∆ut.

Andrade et al. [2] ont démontré un résultat de décroissance de l’énergie d’un système pour

lequel la dissipation essentielle est donnée par un fort amortissement.

Nous pourrions également traité un problème pour lequel le retard n’est pas constant

mais dépend du temps d’où la présence d’un terme de dissipation de la forme ut(t − τ(t)),

où τ est une fonction vérifiant des hypothèses appropriées, ce cas a été étudié par Feng [14].

Nous pouvons aussi mentionner les travaux qu modélisent des systèmes faisant intervenir

un amortissement non linéaire de la forme g(ut), où g est une fonction convenable à l’instar de

ceux de Cavalvanti et al. [6] ou encore ceux de Benaissa et Louhibi [3]. Ces derniers ont établi

un résultat de décroissance générale de l’énergie en présence de termes d’amortissement et

de retard non linéaires.

Lorsque les valeurs de µ1 et µ2 dépendent des variables spatiales, ces coefficients sont dites

fonctions de localisation. Celles-ci apparaissent lorsque les forces de dissipation ne s’exercent

pas uniformément sur l’ensemble du système mais de manière différenciée selon les régions

constituant le domaine. Messaoudi [20] a traité ce cas de figure.

Nous devrions également citer les problèmes pour lesquels l’amortissement et le retard

relatifs au système sont distribués et agissent sur le bord du domaine d’étude. C’est le cas,

notamment, des problèmes aux conditions aux limites de Wentzell étudiés par Dahmani et

Khemmoudj [8] et Ihaddadene et Khemmoudj [16].

Récemment, Sabbagh et al. [26] ont étudié une équation modélisant un système viscoélastique

de type Petrovsky pour lequel l’amortissement non linéaire est localisé seulement dans un

voisinage d’une partie adéquate du bord du domaine. Les auteurs ont prouvé la décroissance

exponentielle du système.

Enfin, notons que si des hypothèses adéquates ne sont pas formulées sur les données,

alors le système étudié peut s’avérer instable. Datko et al. [10] ont montré qu’un effet re-

tard localisé sur la frontière du domaine unidimensionnel d’étude pouvait être à l’origine de

l’instabilité du système bien que ce dernier soit uniformément asymptotiquement stable en

l’absence d’un effet retard.

Nicaise et Pignotti [22] ont également produit des résultats de stabilité et d’instabilité concer-

nant l’équation des ondes avec un terme retard localisé dans un domaine pluridimensionnel.
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La modélisation mathématique de phénomènes naturels permet la compréhension, la pré-

diction et le contrôle de nombreux processus tels que l’écoulement de fluides (en mécanique),

la dynamique de populations (en biologie) ou encore l’évolution d’un produit dérivé en fonc-

tion du prix et de l’actif sous-jacent (en finance). Puisque, de manière générale, il n’est

pas envisageable de résoudre analytiquement l’équation émanant du modèle, on procède,

en priorité, à l’étude qualitative de la solution (avec comme point d’orgue l’étude de son

comportement asymptotique), ce qui nous permet ainsi d’anticiper son comportement. On

envisagera, par la suite, une approche numérique aboutissant, éventuellement, à une solu-

tion approchée qui converge (dans un certain sens) vers la solution exacte de notre problème

initial.
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